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WPROWADZENIE - CELIZAKRES PRACY

Stowo tomografia pochodzi z jezyka greckiego. Zostalo utworzone przez po-
laczenie dwoch stéw: thomos i grapho, oznaczajacych odpowiednio: cigcie i obraz.
Zgodnie z tym, tomografia oznacza metode otrzymywania obrazéw wewnetrz-
nej struktury badanego obiektu na wybranych plaszczyznach, przecinajacych
ten obiekt. Otrzymywanie tych obrazéw odbywa si¢ bez naruszenia struktury
badanego obiektu. Niezbedne do tego celu dane uzyskuje si¢ w wyniku pomia-
réw wykonanych na zewnatrz obiektu z ewentualnym oddzialywaniem na nie-
go dodatkowymi czynnikami fizycznymi, np. falami elektromagnetycznymi lub
dzwiekowymi. Wspoélczesnie tomografia kojarzona jest najczesciej z medycyna,
a dokladniej tzw. medyczng diagnostyka obrazows, ktéra polega na otrzymy-
waniu przekrojowych obrazéw wybranych czesci organizmu. Obrazy te uzysku-
je sie w sposdb malo inwazyjny, najczesciej przy uzyciu prze$wietlania promienia-
mi rentgenowskimi, emitowanymi z poruszajacej sie lampy albo na podstawie
rezonansu magnetycznego [1].

Tomografia jako metoda badawcza ma jednak znacznie szersze zastosowa-
nie, takze w naukach o Ziemi [2, 3]. W geofizyce, geologii i geodezji bardzo
wazna jest informacja na temat rozkltadu przestrzennego gestosci mas wewnatrz
Ziemi. Dla geofizyki ta informacja jest podstawa do zrozumienia zjawisk zacho-
dzacych wewnatrz naszej planety [4-6]. W geologii pozwala m.in. na wykrywa-
nie uzytecznych surowcéw kopalnych. Z kolei w geodezji umozliwia wyznaczenie
warto$ci i kierunku odchylenia od pionu przyspieszenia sily ciezkosci w okreslo-
nym miejscu na Ziemi, a przez to zbudowanie modelu jej powierzchni (geoidy)
i zakladanie osnéw grawimetrycznych [7-10]. Pozwala to osiagna¢ niezbed-
na doktadno$¢ niemal wszystkich pomiaréw wykonywanych przez geodetéw
[11, 12]. Specjalisci zajmujacy sie tzw. geodezja wyzsza dokonuja pomiaréw ano-
malii grawitacyjnych, m.in. pochodzenia antropogenicznego, np. od nieczynnych
chodnikéw kopals, tuneli, schronéw [13-15]. Wyniki tych pomiaréw znajdu-
ja wiele zastosowari, réwniez do celéw militarnych [16]. Tak wigc, tomografia
grawitacyjna staje sie uzyteczna w kazdej ze wspomnianych dziedzin nauki.
Dlatego obecnie ta metoda stanowi przedmiot zainteresowania licznych badaczy
[17-21].

Oddziatywanie grawitacyjne jest najbardziej powszechnym i najstabszym
sposrdd czterech znanych w przyrodzie oddzialywan fundamentalnych, do kto-
rych naleza jeszcze oddzialywanie elektromagnetyczne oraz dwa oddzialy-
wania jadrowe - silne i slabe. Jego powszechno$¢ polega na tym, ze kazde dwa
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ciala majace mase oddzialuja ze sobg grawitacyjnie, niezaleznie od innych oddzia-
tywan zachodzacych miedzy nimi (np. magnetycznego czy jadrowego). Stabo$¢
oddzialywania przejawia si¢ bardzo maly wartoscig sity przyciagania grawitacyj-
nego miedzy obiektami znajdujacych sie¢ w najblizszym otoczeniu czlowieka.
Powodem jest mala warto$¢ stalej grawitacji G = 6,6738-10"" (Nm?)/kg?, wy-
stepujacej we wzorze na site tego oddzialywania [22]. Ten fakt ma istotne kon-
sekwencje praktyczne. Pomiary sily grawitacji z duza dokladnos$cia sprawiaja
liczne trudnosci [23-24]. Wymagaja uzycia precyzyjnych i czulych instrumen-
tow pomiarowych — grawimetréw — oraz zapewnienia odpowiednich warunkéw,
m.in. starannej eliminacji drgan [25]. Oddziatywanie grawitacyjne charakteryzu-
je sie réwniez tym, ze nie mozna go ekranowa¢ (ostoni¢ przed nim innych obiek-
tow), jak przed oddzialywaniem elektromagnetycznym. Jest tak dlatego, ze nie
istnieje ani oddzialywanie antygrawitacyjne, ani ujemna masa. Dlatego oddzia-
lywanie grawitacyjne pozwala uzyska¢ informacje o wystepowaniu kazdej masy.

Gléwnym celem tej monografii jest przedstawienie opracowanych przez
autora deterministycznych procedur obliczeniowych tomografii grawitacyjnej.
W tych procedurach wykorzystuje si¢ wyniki pomiaréw grawimetrycznych
przyspieszenia sily ciezkosci wykonane na zewnatrz badanych obszaréw, zawie-
rajacych masy. Sila grawitacji dzialajac na cialo swobodne powoduje jego przy-
spieszenie, nazywane przyspieszeniem grawitacyjnym i réwne natezeniu pola
grawitacyjnego. W przypadku Ziemi, ktéra wykonuje ruch obrotowy, na cialo
dziala jeszcze sila odsrodkowa. Wypadkowa tych sit jest nazywana silg ciezkosci,
a powodowane przez nig przyspieszenie — przyspieszeniem sily ciezkoséci. To
okreslenie, jako bardziej ogélne i powszechnie przyjete w grawimetrii, bedzie
konsekwentnie uzywane w tej pracy. Wspomniane procedury obliczenio-
we wykorzystuja $cisle zdefiniowane podzialy rozpatrywanych obszaréw na regu-
larne i uporzadkowane elementy geometryczne ich objetosci. Dlatego procedury
te s3 nazywane deterministycznymi (w odréznieniu od mozliwych do zastoso-
wania procedur stochastycznych), w ktorych wykorzystuje sie losowanie elemen-
tu, np. czesto stosowanej metody Monte Carlo.

Otrzymane w pracy wyniki sa przeznaczone do praktycznego zastosowania
podczas wyznaczania rozkladu przestrzennego gesto$ci masy wewnatrz obszaréw
o dowolnej wielkosci — moga to by¢ zaréwno zloza surowcéw mineralnych, jak
tez obiekty astronomiczne, np. planety, planetoidy, komety. Wzory wyprowa-
dzone w opracowanych procedurach sa réwniez przeznaczone do napisania pro-
gramoéw komputerowych, stuzacych wykonywaniu obliczen w celu wyznaczanie
rozkladow gestosci. W ten sposob uzyskane w pracy wyniki moga by¢ wdrozo-
ne do praktyki geodezyjne;.

Praca sklada si¢ z siedmiu rozdzialéw, poprzedzonych wstepem: w pierw-
szym przedstawiono ogolna procedure obliczeniowa tomografii grawitacyj-
nej, w drugim dostosowano te¢ procedure do wspoélrzednych ortogonalnych,
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a w trzecim i czwartym — do wspélrzednych sferycznych (w rozdziale trze-
cim wzieto pod uwage kulisto-symetryczny rozklad masy, natomiast w czwartym
— rozklad dowolny). Rozdzial piaty dotyczy dokladnosci procedur opisanych
wezeéniej. W kolejnym, széstym, rozpatrzono zwiagzek tomografii grawitacyjnej
z problemem odwrotnym teorii pola oraz czynniki decydujace o rozdzielczosci
tomografii grawitacyjnej. W ostatnim, siédmym rozdziale, przeprowadzono dys-
kusje i podsumowanie otrzymanych wynikéw. Na koricu pracy zamieszczono
spis literatury, podany w kolejnosci jej cytowania oraz w kolejnosci alfabetycznej,
a takze streszczenia w jezyku polskim i angielskim.

Ogolna procedura obliczeniowa tomografii grawitacyjnej, oméwiona w roz-
dziale pierwszym, byta opublikowana przez autora tej pracy jako artykut [20].
Stala sie tez tematem dwoch referatow. Pierwszy z nich zostal wygloszony pod-
czas XXIII Ogélnopolskiej Konferencji Fotointerpretacji i Teledetekcji w Lodzi
25 wrzesnia 2018 r. [26], a drugi byl przedstawiony w ramach IX Letniej Szko-
ly Polskiego Oddzialu European Association for Astronomy Education w Orlu,
2 lipca 2019 r. Procedura obliczeniowa dostosowana do wspolrzednych sferycz-
nych i kulisto-symetrycznego rozkladu masy, zawarta w rozdziale trzecim, jest
przedmiotem artykulu zaakceptowanego do druku w ,Bulletin de la Société des
Sciences et des Lettres de £.6dz, Série: Recherches sur les Déformations”. Roz-
dzialy pierwszy i trzeci nie s3 jednak kopiami tych publikacji, ale stanowia ich
rozwinigcie w zmienionej formie.






1. OGOLNA PROCEDURA OBLICZENIOWA
TOMOGRAFII GRAWITACYJNE]

1.1. Wyprowadzenie podstawowego ukladu réwnan

Niech dany bedzie obszar przestrzeni o objeto$¢ V, w ktérym rozmieszczona
jest masa, rys. 1.1.

Rys. 1.1. Przyspieszenia sily ciezkosci wytwarzane przez rozklad przestrzenny mas;
i — indeks stanowiska pomiarowego (i = 1, 2, ... n), j — indeks elementu objetosci
(j=1,2, ... m), V- objeto$¢ obszaru wypelnionego masa, B, B, B, — stanowiska po-
miarowe, AV, AV],, AV - elementy objetosci, r,, T o = odlegtosci miedzy $rodkami
elementéw objetosci i stanowiskami pomiarowymi, g , g, g — przyspieszenia sily cigz-
kosci na stanowiskach pomiarowych, Ag,, Ag,, Ag, - przyczynki do przyspieszenia g,
od mas zawartych w elementach objetoéci odpowiednio AV, AV],, AV na stanowisku
pomiarowym B,
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Rozklad przestrzenny tej masy niech bedzie ciagly i statyczny. Catkowita
masa zawarta w rozpatrywanej objetosci zostanie oznaczona przez m. Celem po-
stepowania jest wyznaczenie rozkltadu przestrzennego masy wewnatrz objetosci
V na podstawie pomierzonych wartosci przyspieszenia sity ciezkosci g, (i=1,2,

.. n) w punktach B, znajdujacych si¢ na zewnatrz lub na powierzchni ogranicza-
jacej ten obszar. Wyznaczenie to bedzie polegalo na obliczeniu $redniej gestosci
tej masy d (j=1,2, ... m), przypisanej do $rodka kazdego elementu objetosci AV,
(na takie cze;sc1 zostanie podzielona objetos¢ V). Niech elementy AV, spelnla)q
warunek

iAVj =V (1.1).

j=!

Ponadto zachodzg zwigzki

D Am;=m (1.2),
j=1
Am; =AV,d, (1.3).

Wewzorze (1.3) Am oznaczamase zawarta wewnatrz elementu objetosci AV
Poniewaz oczekiwana ]est mozliwie najwigksza rozdzielczo$¢ tej procedury, to
$rodki elementéw AV - powinny znaj jdowac sie¢ w mozliwie matych odlegtosciach
oraz powinny by¢ spelnlone warunki m, n >> 1. Procedura ta zaklada bowiem,
ze rzeczywisty rozklad gestosci wewnatrz elementu AV zostaje zastapiony przez
stala, usredniong gestos¢ d przypisang srodkowi elementu AV. W dalszych ob-
liczeniach te usrednione rozklady beda traktowane jako punkty 'materialne o ma-
sie Am, znajdujace si¢ w §rodku elementéw AV.. Ponadto, dla jednoznacznosci
rozwigzania powinien by¢ tez spelniony warunek m = n. Zakladajac, ze we wszyst-
kich problemach inzynierskich masy Am, << Ms (Ms — masa Schwarzschilda), to
zakrzywienie przestrzeni spowodowane przez te masy, ktore przewiduje ogélna
teoria wzglednosci, jest pomijalnie mate [27, 28]. Wtedy mozna stosowad zasade
superpozycji, zgodnie, z ktéra

g =gy +Ag, +..+Ag; +..+Ag,, (1.4),
gdzie Ag  oznaczaja przyczynki do przyspieszenia sily ciezkosci g wytwarzane

przez masy m. Analogiczne réwnanie zapisuje si¢ dla kazdego punktu pomiaru
i otrzymuje uktad
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Ag,, +Ag,, +...+Ag1j +...+Ag, =8,
Ag, +Ag,, +...+ Ag2j +...+Ag,, =8,

P (15).

Korzystajac z symbolu sumy, réwnania (1.4) i (1.5) mozna zapisa¢ w postaci
ogodlnej

J=1

Z Aglj = gl
Jj=1

Agzj = gz
Jj=l1
.................. . (1.7).
2 Ag, =g,
Jj=1
ZAgnj gn
Jj=1

Przyczynki Ag, do przyspieszenia sity cigzkodci g s wprost proporcjonalne
do érednich ge;stosa mas d zawartych w elementach objetosci AV, Stad réwna-
nie

Ag, =k,d, (1.8),

w ktérym k jest wektorowym wspoélczynnikiem proporcjonalnosci. Uzywa-
jac Wersorow: w oW W, (wektoréw jednostkowych osi 0X, 0Y, 0Z ortogonalnego
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ukladu wspétrzednych), réwnanie (1.8) oraz Ag, mozna zapisac wprowadzajac
wielkosci skalarne

Ag, =k,dw, +k,dw, +k.dw. (1.9),

i iz ="

Ag, =Ag, +Ag, +Ag, (1.10),

ijx ijz

gdzie Ag , Ag, y Ag,. sa wartosciami skladowych przyczynkéw Ag, wzdtuz od-
pow1edn1ch osi ukladu 0XYZ, zas koo k., k, wspolczynmkaml skalarnymi.
Takze wspélczynnik L przyspleszeme si c1¢zkosc1 g mozna zapisa¢ uzywajac
wersoroww w,w wpostac1

k, =k, dw, +k,dw, +k.dw. (1.11),

yx iz

g, =g.W,+tg,w, +g.W, (1.12),

gdzie g, 8, §. sa wartosciami odpowiednich skladowych przyspieszenia g.
Wprowadza]qc kosmusy kierunkowe (kosinusy katow, ktére tworzy wektor Ag.
z odpowiednimi osiami uktadu wspétrzednych, rys. 1.2) otrzymuje sie

Ag, =Ag, cosa,, (1.13),

Ag,, =Ag, cosa (1.14),

i

Ag,. =Ag,cosa,, (1.15).
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BI(Xi bA -zi)

Lijz

0

Rys. 1.2. Sktadowe przyczynku przyspieszenia sily ciezko$ci wytwarzane przez mase
zawarta w elemencie objetosci; AV - element objetosci, A, - $rodek elementu objgto-
$ci AVj, B - stanowisko pomlarowe, Ag przyczynek do przyspieszenia, Ag, - Ag. ,
ijy’
Ag, - skladowe przyczynku do przyspleszema, odleg}osc miedzy $rodkiem elemen-
tu ob]etosa A, i stanowiskiem pomiarowym B, “,] o ;. — katy miedzy kierunkiem
przyczynku do przyspieszenia i osiami uklladu wspolrzednych

Zgodnie Z prawem powszechnej grawitacji Newtona mozna zapisa¢ wzor

GAV d,
Ag; =—37— (1.16),
r;
g
w ktérym r, oznacza odleglosci migdzy punktami B, pomiaru przyspieszenia g
a $rodkami A elementéw objetosci AV, natomiast G= 6,6738-10"" (Nm?) /kg?
jest stala graw1tac]1 [22, 29]. Odlegtos¢ r, mozna wyrazi¢ przez wspolrzedne

wspomnianych punktéw wzorem

rij:\/(xi_xj)2+(yi_yj)2+(zi_zj)2 (1-17)-
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Na podstawie réwnan (1.8) i (1.13)-(1.15), wspélczynniki skalarne k k
k _ tez mozna wyrazié przez kosinusy kierunkowe nastepujacymi wzorami:

ky =k;cosa, (1.18),
ky, =k, cosa,, (1.19),
k. =k, cosa,, (1.20).

Korzystajac z wezedniej uzywanych wspétrzednych i wzoru (1.17) dla kosi-
nuséw kierunkowych otrzymuje sie wzory

)CA —x.
cosa, (1.21),

J(x X))+ —y,) (-2,

cosa, A4 (1.22),
J(x X))+ —y) (-2,

Zi - Zj
cosa;, (1.23).

J(x X))+ =y, (z -z,

Po podstawieniu wzoréw (1.21)-(1.23) do wzoréw (1.18)-(1.20)
i uwzglednieniu wzoru (1.8), koficowe wzory na wspétczynniki skalarne k. ” k] y
k,, maja postac

GAV .(x. — x.
ko= ;% = %,) (1.24),

B T ey

GAV; (v =)
k, = J / (1.25),

(\/(xl. —X) (=) + (5 _Z‘i)zf
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. GAVJ‘(Zi_Zj)
: (\/(Xi _Xj)2 +(; _yj)2 +(z _Zj)z)S

(1.26).

Wprowadzajac wspotczynniki kij uklad réwnan (1.8) zapisuje si¢ nastepujaco

k,d +Kk,d,+..+kd, +..+k ,d, =g

Im~m

k,d +kyd, +...+kyd, +..+k,, d, =g,

2m~m

(1.27).

k,d +Kk,d,+..+k, d +.+k, d, =g,

1.2. Rozwiazanie og6lne podstawowego ukladu réwnan

Uktad (1.27) jest liniowy wzgledem d, dlatego mozna go zapisa¢ w postaci
macierzowej [30]

KD=G (1.28),

gdzie macierze K, D, G maja nastepujaca postac:

k, k,.K; .k
k, ky, ..k .k,

Kk ok,

k
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D=| 7 (1.30),

m _|

glw
2,

G= : (1.31).

¢, |

Jezeli wyznacznik gléwny tego ukladu detK spetnia warunek
detK #0 (1.32),

to wéwezas uklad ma dokladnie jedno rozwigzanie. Uklad (1.28) zawiera wsp6t-
czynniki wektorowe k_i wektory przyspieszenia sily ciezkosci g. W celu wyzna-
czenia wektora nalezy obliczy¢ wartosci jego skladowych. Na podstawie wzorow
(1.11) i (1.12) ukfad réwnan (1.27) jest rbwnowazny trzem ukladom réwnan,
zawierajacym wielkosci skalarne. Uklady te maja nastepujaca postad:

kd +k,d, +.+k d +.+k,6 d =g.

1jx™j Imx™m

kyd +ky,d,+..+k, d +.+k, d =g,

2jxj 2mx~"m

k,d +k,d,+.+k. d +.+k d =g.

ijx " imx~"m

(1.33),

k,d+k,d +.+k d +.+k, d =g,.

njx™" j nmx~"m
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k,d +k,d,+..+k,d +..+k,d, =g,

kﬂya?1 + knya’2 +...+ kzjydj +...+ kzmydm =g,
........................................................................... (134),
kﬂya’1 +kl.2ya’2 +..+ kijydj +...+ k,.mydm =g,

kn1yd1 + knzya’2 +...+ knjydj +...+ knmydm =g,

ki.d +k,d,+..+ kljzdj +..+k,d, =g,.

k,.d +k,.d,+.. +k2_jzdj +.. 4k, d, =g,
..................................................................... 135)
ky.d, +ky.d, +. . +k.d +. . +k,d, =g. (135)
k,d +k,d,+.. +knjzdj +..+k, d =g,

Uklady réwnan skalarnych (1.33)-(1.35) mozna zapisaé w postaci macie-
rZowej

K D=G, (1.36),
K D=G, (1.37),
K.D=G. (1.38).

Wystepujace w réwnaniach (1.34)-(1.35) macierze sa nastepujace:

ke, ke Kk

k2|x 22x *** ij---kzmx
K=k bk ke, (1.39),

knlx kn2x knjx knmx
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d,
d,
D=
dj
_dm
_glx ]
g2x
Gx —
gix
_gnx
_klly k12y vee Ly
21y 22y <2y
Koy Kiny oo iy
_knly kn2y kn/y
gly
g2y
G — “es
7 giy
_gny
ki k. K
k2lz 22z =+ 2)z
ilz i2z kljz
knlz kn2z k
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(1.40),

(1.41),

(1.42),

(1.43),

(1.44),
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glz
g22

G. =| =~ 1.45).
: giz ( )

_g nz _|

Wyodrgbnienie trzech ukladéw réwnan dla poszczegélnych sktadowych
sily cigzko$ci ze wspélczynnikami skalarnymi (1.36)-(1.38) z réwnania (1.28)
z wektorowymi wspotczynnikami kierunkowymi stato sie¢ mozliwe dzieki wyko-
rzystaniu prawa rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania i rozktadowi wek-
toréw na sktadowe oraz zastosowaniu definicji réwnosci wektoréw. Zgodnie z ta
definicja wektory s réwne, jezeli ich odpowiednie sktadowe tez sg réwne.

Jezeli spelnione sa nastepujace warunki

detK_ #0 (1.46),
detK, # 0 (1.47),
detK, #0 (1.48),

to kazdy z ukladéw danych wzorami (1.36)—(1.38) ma dokladnie jedno rozwia-
zanie. Rozwigzania te w notacji macierzowej wyrazaja si¢ odpowiednio nastepu-
jacymi wzorami:

1 r
D= K)'G 1.49),
detK K6, (149)
D-__ (K)'G (1.50)
detK, 7 o

1 s\T
D= (K)'G, (1.51),
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w ktérych
X)) (1.52),
(K})' (1.53),
(K" (1.54)

oznaczaja macierze transponowane macierzy dopelnien), utworzone po odpo-
wiednich przeksztalceniach macierzy K, K , K, wyrazonych réwnaniami (1.39),
(1.42) i (1.44).

Z wyprowadzonych wzoréw (1.49)-(1.51) wynika, ze w celu wyznacze-
nia $rednich gestosci d w wydzielonych elementach objetosci AV wystarczy
pomierzy¢ wybrang sldadowa, przyspieszenia sily cigzkosci g, albo g, albo g
we wszystkich dowolnie wybranych n punktach (stanow1skach pormarowych)
Ponadto, niezbedne s3 réwniez wartosci wspdlczynnikow k albo k " albo k
odpowiadajace jednej ze zmierzonych sktadowych przyspleszema sﬁy c1e;z-
ko$ci. Wspolczynniki te mozna obliczy¢ na podstawie wspdlrzednych (x Yy z)
srodkéw A elementéw objetosci AV oraz wspétrzednych (x, y, z) stanowisk

j
pomiarowych B. Zaleza one réwniez od sposobu podziatu badanego obszaru
i rozmieszczenia tych stanowisk w przyjetym ukladzie wspdtrzednych. Wybor
uktadu wspétrzednych uwarunkowany jest z kolei potrzeba uproszczenia obli-
czen dla badanego obszaru. W przypadku np. anomalii grawitacyjnej, spowodo-
wanej przez zloze wegla brunatnego w ksztalcie zblizonym do prostopadloscia-
nu, korzystne bedzie przyjecie ukladu wspoétrzednych ortogonalnych, a dla calej
Ziemi lub planetoidy w ksztalcie zblizonym do kuli — ukladu wspétrzednych sfe-
rycznych. W nastepnych rozdzialach zostana wyprowadzone wzory na te wspot-
czynniki k_ ku " k_’_z dla ukladu wspélrzednych ortogonalnych i wspolrzednych
sferycznycfl



2. PROCEDURA DLA WSPOLRZEDNYCH
ORTOGONALNYCH

2.1. Podzial obszaru na prostopadlosciany

Rozpatrzony bedzie prostopadlo$cienny obszar o objetosci V, wypelniony
masg, ktorej rozktad przestrzenny gestosci ma by¢ wyznaczony (rys. 2.1).

[

V<

Rys. 2.1. Podzial obszaru V na elementy prostopadloécienne; g, b, ¢ — wymiary obsza-

ru, Aa, Ab, Ac — wymiary elementu AV, A, - $rodek elementu objetosci AV, B, - sta-

nowisko pomiarowe, Ag, — przyczynek do ) przyspieszenia, Ag_, Ag , Ag, - "skladowe

przyczynku do przyspleszema, r, - odleglos¢ miedzy érodkiem efementu objetosci

i stanowiskiem pomiarowym, a_, aw a,, — katy miedzy kierunkiem przyczynku do przy-

spieszenia i osiami ukladu wspolrzednych, w, w, w_ - wersory (wektory jednostkowe
osi uktadu wspoh‘ze;dnych)
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Obszar ten zostanie podzielony na prostopadlo$cienne elementy o réwnych
objetoséciach AV;. Oznacza to, ze krawedzie 4, b, ¢ tego obszaru podzielono od-
powiednio na p, q. s jednakowych odcinkéw o dtugosciach Aa, Ab, Ac, bedacych
krawedziami elementu objetosci AV, Niechk=1,2,... p,1=1,2,... q0=1,2,

.. s beda indeksami tych odcinkéw, odpowiednio wzdluz osi ortogonalnego
uktadu wspolrzednych 0XYZ, ktérego osie 0X, 0Y, 0Z sa skierowane réwnolegle
do krawedzi, odpowiednio: 4, b, ¢ obszaru V. Dla uzyskania zadowalajaco wyso-
kiej rozdzielczo$ci powinny by¢ spelnione warunki p, g, s >> 1. Zgodnie z przyje-
tymi zalozeniami mozna napisa¢ rdwnania:

m= pqs (2.1),
Aa=2 (22),

P
Ab = b (2.3),

q
Ac = E (2-4))

S
AV, = AaAbAc (2.5),
av, =2 (2.6).

m

Wspélrzedne (x}_, Y z},) $rodka elementu objetosci AV wyrazaja si¢ wzorami:

1\a
=l k—=]— 2.7),
1\b
=l-=|= 2.8),
Y, ( 2 )4 (2.8)
l)c
Z/ :(O—E ; (29)
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Niech wspélrzednymi i- tego stanowiska pomiarowego B. beda (x Yy z)
wtedy po zastosowaniu wzoréw (1.24)—(1.26) otrzymuje sie nastgpu]a}ce wzory
na wspolczynniki k”x ky " k. :

l]Z

ijx

iy

AR Gl B
[ BT b ]

Indeks j dowolnego elementu objetosci AV, znajdujacego si¢ wewnatrz ob-
szaru V, zwigzany jest z wczesniej wprowadzonyml indeksami k, [, p, g, 0 zalezno-
$cig

iz

J=pqo-D+pl-D)+k (2.13).

Pierwszy skladnik we wzorze (2.13) oznacza liczbe elementéw objetosci AV,
umieszczonych w (o —1) pelnych warstwach, poprzedzajacych warstwe zawiera’
jaca rozpatrywany element o indeksie j (rys. 2.2).
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Ax

! f I' } )_ _________
1 : | ::kl A
0 PP/ y
> ! ) r—i*_;q -
s
I
: I,’. | Pq(o-1)
kl L k-
[N R
7
7
7
4

p

Rys. 2.2. Schemat indeksowania elementéw objetosci AV w obszarze V przy obliczaniu
wspolezynnikéw k., k,, k. ; k, I, 0 — indeksy szesc1ennych elementéw objetoéci liczone

l IZ)

wzdluz osi odpow1edn1o 0X,0Y,0Z (k=1,2,...p,1=1,2,... g0=1,2, ... 5)

Drugi skfadnik w tym wzorze oznacza liczbe elementéw objetosci znajduja-
cych si¢ w (I - 1) kolumnach poprzedzajacych kolumne, zawierajaca rozpatry-
wany element objetosci AV Z kolei trzeci skladnik we wzorze (2.13) to liczba
elementow bedacych w kolumnie zawiewajacej rozpatrywany element objetosci
AV Poniewaz w tym rozdziale wprowadzono dodatkowe indeksy k, 1, 0, to moz-
na pow1ed21ec, ze indeks j = 1,2, ... m, spelnia w tym przypadku role ,numeru
kolejnego” elementu ob]gtosa AV natomiast indeks i = 1, 2, ... n, jest
»numerem kolejnym” stanowiska pomlarowego B. Dla uproszczenia zapisu
indeksy k, I, o nie byly wprowadzone wczesniej explzate w oznaczeniach wspot-

czynnikéw kijx" kij » kijz'

2.2. Przyklad podzialu obszaru na sze$ciany
Ilustracje tej procedury stanowi bardziej szczegdlowy przyklad obszaru V

w ksztalcie szescianu, ktérego kazda krawedz a zostanie podzielona na dwie réw-
ne czgdci o dtugosci a (rys. 2.3).
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‘ X Ba B7

=t
| 5

Rys. 2.3. Przyktad podzialu obszaru V na szeécienne elementy objetosci; a — bok sze-
$cianu, d —d, — gestosci masy w elementach objetosci, B,-B, — stanowiska pomiarowe,
g,—8, — przyspieszeniasily ciezkosci, h,, h, — odleglosci stanowisk pomiarowych od gérnej
granicy obszaru, w, W, W_— Wersory (wektory jednostkowe osi uktadu wspétrzednych)

Stadtez: p=q=s=2,k=1,2,1=1,2,0=1,2,m=pqs =8, Aa = a/2,
AV = (Aa)® = V/8 = const. Stanowiska pomiarowe beda rozmieszczone w re-
gularny sposéb w punktach B, znajdujacych si¢ nad $rodkami A elementéw
objetosci szescianu AV. na dwéch wysokosciach h i h, nad gornq powierzch-
nia tego szescianu. W rozpatrywanym przypadku zostanle zastosowany wcze-
$niej wyprowadzony wzor (2.10), a w rezultacie beda podane w postaci szczegé-
lowej wzory na wspoélczynniki k dla wszystkich stanowisk pomiarowych
znajdujacych si¢ na jednej z wysokosc1 h,. Zgodnie z przyjetymi zalozeniami,
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na podstawie wzoréw (2.7)-(2.9) dla wspétrzednych (x]_, Y zj) $rodka elementu

objetosci AV;. otrzymuje sie zalezno$ci

sz(k—lg
2)2

1\a
.
Vi ( 2)2

1\a
z,=lo——|=
: ( 2)2

(2.14),

(2.13),

(2.16).

Korzystajac z zaleznosci (2.14)—-(2.16) i wzoru (2.10) oraz oznaczen poda-

nych na rys. 2.4 wyprowadzono nastepujace wzory na wspoélczynniki ki;’x:

Gd®
kllx 1 2
8[}11 +aj
2
Ga’®
k12x =

(2.17),

(2.18),

(2.19),

(2.20),

(2.21),
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Ga{h1 + ; aj
kl6x =

3 2
8 (hl +a] +a’
2

7 (2.22),

Rys. 2.4. Schemat obliczania skladowych przyczynku do przyspieszenia sily cigzko$ci po-
chodzacych od elementu objetosci AV; Ag, - przyczynek do przyspieszenia, Ag_, Ag,

Ag._ - skladowe przyczynku do przyspleszema, a — bok szescianu, Ty = odleglosc mlg—

dz;zsrodklem elementu objetodci i stanowiskiem pomiarowym, a - katy
l]x) l})’) llz
miedzy kierunkiem przyczynku do przyspieszenia i osiami ukladu wspolrze;dnych
W, W, W, —Wersory (wektory jednostkowe osi uktadu wspétrzednych), B, — stanowisko
pormarowe, i — indeks stanowiska pomiarowego (i = ,2, ... n),j - mdeks sze$cienne-
go elementu objetosci (j=1,2, ... m), 1,1, 0 — indeksy sze$ciennych elementéw objetosci

liczone wzdlui osi odpowiednio: 0X, 0Y, 0Z
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Ga{h1 +1aj
2
ki = 5 3/2
8[(}11 +1a] +2a2:|
2
Ga{h1 +3aJ
2
kg, = 5 32
8{ h, +zaj +2a2]

Ga{h1 +1aj
_ 2
k21x - ) 3/2
8|:(h1 +1aj +a2}
2
Ga{h1 +3a)
2
Ky = 5
8{(}5 +3aj +a2}
2

k23x =

3/2

Ga®

k24x = 2
3
8 h+—a
2

Ga’ [hl + ;aJ
kys, =

1 2
8{(%11 + — aj + 2a2}
2

3/2

(2.23),

(2.24),

(2.25),

(226),

(2.27),

(2.28),

(2.29),
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Ga’ (hl + ;a}
kys, =

3 2
8{(%11 + = aj + 2a2}
2

3/2

Ga(h, +1aj
2
k31x - 5 3/2
8{(111 + laj + 2a2:|
2
Ga{h1 +3aj
2
ks = 5 3/2
8|:(h1 +3aJ +2a2:|
2

31

(2.30),

(2.31),

(2.32),

(2.33),

(2.34),

(2.39),
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(2.36),

(2.37),

(2.38),

(2.39),

(2.40),

(2.41),

(2.42),
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Ga{h1 +12aj
k43x = 5 3/2 (243))
8|:(h] +1aj +2a2:|
2
Gal{h1 + 3 aj
k. = - o8 (2.44),
8{(@ + 3aj + 2a2}
2
Ga’
ki, = T (2.45),
8(}11 + 5 aj
Ga’
k46x = ﬁ (246),
S[h1 + aj
2
3 1
Ga (hl +2aj
k. = 5 3/2 (2.47),
8{[@ +laJ +a2}
2
Geﬁ(h1 + ; a)
Ky, = 32 (2.48).

8[(h]+;af+az}

Ze wzgledu na symetri¢ niektére wspotczynniki wyrazaja sie identycznymi
wzorami,np.k . =k .,k =k  .Wzorynawspélczynnikidla stanowisk pomia-
rowych B, znajdujacych si¢ na drugiej z wysokosci h,, otrzymuje si¢ przez konty-
nuacje indeksacji po i oraz zastapienie we wzorach (2.17)-(2.48) wysokosci h,
przez wysoko$¢ hz. Otrzymane w wyniku tego wzory sa nastepujace:
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(2.49),

(2.50),

(2.51),

(2.52),

(2.53),

(2.54),

(2.55),
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Ga’ [hQ + ; aj
ksg, =

3 2
8{[}12 + 2a) + 2a2:|

3/2

35

(2.56),

(2.57),

(2.58),

(2.59),

(2.60),

(2.61),

(2.62),
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Ga’ (hz + ;aj
ke =

8[[;,2@61)14

5 (2.63),

Ga{h2 +;aj
k68x = 2 3/2 (264)1
8|:(h2 +§aj +a2}
3 1
Ga’| h, +5a
ki, = - = (2.65),
8{(%12 +;aj +2a2}
Gcf(h2 + ; a]
ke = 5 373 (2.66),
8[(}12 +;aj + Qaﬂ
Ga{h2 + aj
ko, = 372 (2.67),

Ga’ (hz + zaj
k. = (2.68),
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Ga’ (hz + ; aj
k —

75x 5
8{(112 + laJ + az}
2

3/2

37

(2.69),

(2.70),

(2.71),

(2.72),

(2.73),

(2.74),
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Gaﬁ(h2 +12aJ
k83x = 5 3/2 (275)1
SHh2 + laJ + 2a2}
2
Ga{h2 +;aj
kgyx = 5 373 (2.76),
8{[?12 +3aj +2a2}
2
Ga’
k85x = ﬁ (277),
S(hz +2(lj
Ga’
kgs, = 3V (2.78),
8(1’[2 +2aj
Ga’ (hz + - a)
kg, = ) 32 (2.79),
8{(}12 + laj + az}
2
Ga{h2 +;aj
ks = 3 (2.80).

Zgodnie ze wzorem (1.33) uklad réwnan, do ktérego nalezy podstawi¢
wsp6lczynniki wyrazone wzorami (2.17)—(2.80) sprowadza sie wtedy do postaci
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kiod +k,d,+. . +k d +. . +kyd,=g,

1jx™ j

k, d +ky,d,+..+k, d +.+kgd;=g,.

JxJ

kg d, ke, dy+ . +ky, d. +...+kgy dy =g

X

W analogiczny sposéb otrzymuje si¢ wzory na wspélczynniki k. oraz k;Z'
W tym celu nalezy zastosowaé wzory (2.11) i (2.12) i zastapié (x -x)w liczni-

ku wzoréw (2.17)-(2.80) odpowiednio przez (y, y) albo przez (z z)






3. PROCEDURA DLA WSPOLRZEDNYCH
SFERYCZNYCH I KULISTO-SYMETRYCZNEGO
ROZKLEADU MASY

3.1. Podzial obszaru na sfery o réwnej grubosci

Punktem wyjscia do rozwazan jest obszar przestrzeni o objetosci V,, majacy
ksztalt kuli o promieniu zewngtrznym r , wypelnionej masg, ktdrej gestos¢ zalezy
tylko od odleglosci od $rodka kuli. Fragment przekroju tej kuli plaszczyzna prze-
chodzaca przez jej srodek pokazany jest narys. 3.1.

Rys. 3.1. Schemat podzialu obszaru z kulisto-symetrycznym rozkladem masy na sfery
o réwnej grubodci; r — promien obszaru, r,p Ty T, — promienie j-tej sfery odpowied-
nio: wewnetrzny, $redni i zewnetrzny, Ar — grubos¢ kazdej sfery, di — $rednia gesto$é
masy w j-tej sferze, Ag, - przyczynek do przyspieszenia sily ciezkos$ci wytwarzany

przez mase zawarta w j-tej sferze w odleglosci R. od $rodka obszaru 0
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Obszar ten zostanie podzielony na m wspélsrodkowych sfer o réwnych gru-
bosciach Ar. Jezeli spelniony jest warunek m >> 1, to Ar << r. Wtedy mozna za-
tozy¢, ze gestos¢ d w kazdej z tych sfer jest stala. Indeks j jest tutaj wskaznikiem
numerujacym sfery (i=1,2, ... m). Zgodnie z przyjetymi zalozeniami grubos¢
kazdej stery Ar oraz jej promleme wewnetrzny rw, zewnetrzny 1z, oraz $redni rs,
wyrazajg si¢ nastepujacymi wzorami:

Ar=le (3.1),
m
r, .
Ty ==(j-1 (3'2)1
m
r, .
=] (3.3),
m
r, 1
V.. =2 j —— 3.4 .

W celu wyznaczenia gestosci d, pomierzone zostaly wartodci przyspieszenia
sily cigzkosci g w odleglosciach R, "od érodka kuli. Indeks i jest tu wskaznikiem
numerujacym te odleglosci, a takze stanowiska pomiarowe B, (i = 1,2 ... n).
Zeby jednoznacznie wyznaczy¢ d, nalezy wykonaé n = m pomlarow przysple—

7
szenia sily cigzkosci g w réznych punktach, zlokalizowanych na zewnatrz lub
na powierzchni kuli. Ze wzgledu na kulisto-symetryczny rozklad gestosci, wek-
tory g majg kierunek radialny. Zgodnie z prawem grawitacji Newtona, j-ta sfera
daje w wybranej odlegloéci R, od $rodka kuli przyczynek do przyspieszenia A,
Wyrazajacy si¢ wzorem

4
§7zG(rzj. —rwi)d ;
R?

w ktérym G oznacza stalg grawitacji (G = 6,6738-10"! (Nm?) /kg?) [16]. Wypad-
kowe przyspieszenie g w kazdym punkcie jest sumg tych przyczynkéw i wyra-
Za sie¢ wzorem

(3.5),

Agy, =

j=m
= ZA&; (3.6).
j=1
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Problem jest wigc podobny do rozpatrywanego w rozdziale pierwszym i dla-
tego do wyznaczenia gestosci d mozna zastosowac uktad rownan (1 5) Uktad ten
nalezy zapisa¢ w postaci skalarne] dla jednej grupy sktadowych przyspieszenia
sity cigzko$ci, ktore maja kierunek radialny. Otrzymuje sie wtedy
Ag,, +A4g, +...+ Aglj +..+4g, =g

Ag, +4g,, + ... +Ag2j +...+4g,, =g,

(3.7).

Korzystajac ze wzoru (2.8), wprowadza si¢ wspélczynniki proporcjonalno-
Scik, do wzoru (3.5) i zapisuje ten wzdr w postaci

Ag, =k,d, (3.8).

Na podstawie wzoréw (3.7) i (3.5) wspélczynniki kij wyrazaja si¢ ogdlnym
wzorem

k=3 (3.9).

Dalej postepuje sie wedlug procedury podanej w rozdziale pierwszym
— wypisuje wzory szczeg6towe dla wszystkich wspolczynnikéw k, podstawia je
do ukladu réwnan (3.7) i wyznacza z tego uktadu d korzystajac ze wzoru

1
detK

D=

(K*)'G, (3.10).

Jako przyktad zastosowania opisanej procedury zostanie podane postepowa-
nie, w ktérym obszar sferyczno-symetryczny podzielono na m = 8 sfer. Uklad
réwnan (3.7) przyjmuje wtedy postaé:
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Ag,, +4g,, +...+Ag1j +..+4g, =g
Ag, +4g,, +...+Ag2j +..+4g,, =g,

(3.11).

Agg, + Agg, +...+Ag8j +...+ Ages = G

Przyczynki do przyspieszen sily ciezkosci Ag, i wspolczynniki proporcjonal-
nosci ki}, oblicza si¢ odpowiednio z nastepujacych wzoréw:

) e b
m m

Ag; = 2 (3.12),

(3.13).

Dla odlegloéci R. stosuje si¢ wzor (3.13) oraz zaleznos¢ (3.1) i otrzymuje
nastepujace wzory na wspolczynniki proporcjonalnosci ki]_:

_42GA”* 0,00267Gr,’

TT3RE T R (3.14),
282GAF  0,01822Gr,’
i2 = 2 = 2 (315))
3R, R’
762GAF  0,04942Gr,’
= = — (3.16),
3R, R’
1487GAr®  0,09692Gr,’
= sradr 0, L (3.17),

3R] R’
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_ 2442GAr°  0,15892Gr,’

5= R = e (3.18),

. 364;;&3 _ 0,237]?@03 (3.19),

- 5083721&3 _ O,33(ZZzGrO3 (320),
6767GAr>  0,44012Gr,’

5 = = : (3.21).

3R’ R’
Dla sfer znajdujacych sie¢ w duzej odlegloséci od $rodka obiektu, czyli dla

j >> 1, mozna obliczy¢ przyblizone wartosci wspdlczynnikéw proporcjonalno-

$ci k_ przy uzyciu uproszczonych wzordéw. W tym celu objetos¢ sfery obliczona
Y

bedzie nie jako réznica objetosci kul o s3siednich promieniach r_, - ale jako

iloczyn powierzchni sfery o srednim promieniu r ijel grubosci Ar. dtrzymuje sie

wtedy

. 47Gr Ar

T (3.22).

Po podstawieniu wzoru (3.1) i (3.4) do wzoru (3.22) mozna zapisaé

4nGr’ 1,
k; ~ Rom’ (1—5)

(3.23).

Poniewaz j >> 1, to wzdr (3.23) daje si¢ jeszcze bardziej uproscié i wtedy

k, ~dnGled (3.24).

Zeby sprawdzi¢ réznice miedzy wartoscia przyblizong i dokladna, nalezy za-
stosowad wzér (3.24) dlaj = m = 8. Ze wzoru (3.24) otrzymuje sie

0,46887Gr,’
TR

1

kg (3.25).
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Poréwnanie wartosci danej wzorem (3.25) z wartoscia dokladng k , wyraza-
jaca si¢ wzorem (3.21), prowadzi do wniosku, ze blad wzgledny tego przyblizenia
nie przekracza 3%.

Wadj opisanej procedury, polegajacej na podziale rozpatrywanego obiektu
sfery o réwnej grubosci Ar jest to, ze objetosci sfer coraz bardziej oddalonych
od $rodka obiektu szybko wzrastaja. Wskazuje na to ciag warto$ci wspodlczyn-
nikéw proporcjonalnosci kij, wyrazajacy sie wzorami (3.14)-(3.21). Zgodnie
ze wzorem (3.24), wzrost ten jest w przyblizeniu wprost proporcjonalny do kwa-
dratu indeksu j, oznaczajacego sfere. Skutkiem tego obliczana gesto$¢ d}_ jest przy-
pisywana obszarom o coraz wigkszej objetosci i struktura zewnetrznych warstw
obiektu bedzie znana z coraz mniejsza rozdzielczo$cia.

3.2. Podzial obszaru na sfery o réwnej objetosci

Zeby unikna¢ wady opisanej w poprzedniej czesci pracy, podzielono badany
obszar w ksztalcie kuli o objetosci V. na m wspdtsrodkowych sfer o réwnych objeto-
Sciach AV, (rys.3.2).

Rys. 3.2. Schemat podzialu obszaru z kulisto-symetrycznym rozkladem masy na sfery
o réwnej objetosci; r, — promieni obszaru, 7, 'y T; — promienie j-tej sfery odpowiednio:
wewnetrzny, sredniizewnetrzny, Ar, - grubo$( j-tej sfery, d]_ — $rednia gesto$¢ masy w j-tej
sferze, Ag, - przyczynek do przyspieszenia sily ciezko$ci wytwarzany przez mase zawar-

ta w j-tej sferze w odleglosci R, od $rodka obszaru 0
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Zgodnie z tym, objetos¢ kazdej sfery wyraza si¢ wzorem
VD
AV; = —==const. (3.26),
m
w ktorym V. oznacza objetos¢ calego obszaru kulistego, obliczang ze wzoru

4
V=—m’ (3.27).

3
Po podstawieniu wzoru (3.27) do (3.26) na objeto$¢ AV kazdej ze sfer

otrzymu]e SIQ wzOr

717/0
AV, =~ (3.28).
m

Przyczynki do przyspieszenia Ag, pochodzace od kazdej ze sfer oraz odpo-
wiadajace im wspdlczynniki proporc]onalnosa k oblicza si¢ analogicznie, jak
poprzednio. W tym celu zostaly zaadaptowane wzory (3.8)i(3.9), zktérych wy-
nika

GV.d.

Ag, = Rjz 4 (3.29),
42Gr’

;= 3mR"2 (3.30).

Zgodnie ze wzorem (3.30), przyczynki do przyspieszenia Ag, od kazdej
ze sfer sa jednakowe, natomiast wspotczynniki proporcjonalnosci k nie zaleza
od j, czyli sq stale dla wszystkich wartosci R. W dalszej czgici tej procedury po-
stepuje sie tak samo, jak poprzednio i zapisuje uklad réwnan liniowych (3.11),
wprowadzajac do niego wspoélczynniki proporcjonalnosci wyrazajace si¢ wzo-
rem (3.30). Nastepnie ukiad ten nalezy rozwiaza¢ przy uzyciu wzoru (3.10).

Podzial rozpatrywanego obszaru na wspoélsrodkowe sfery o réwnych objeto-
$ciach powoduje, ze promienie sfer znajdujacych si¢ w zewnetrznej czeéci obsza-
ru wzrastaja coraz wolniej. Dla wspomnianego podzialu obliczone zostana teraz
rozmiary tych sfer. Przyczynki do przyspieszenia Ag,, pochodzace od j-tej sfery,
mozna obliczy¢ wykorzystujac jej promienie: wewne;trzny r,; OTaz Zewnetrzny r_
z nastepujacego wzoru

4
g7zG(ij. —r.)d,

Ag; = (3.31).

R’

1
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Z kolei objetos¢ V_ kuli o promieniu réwnym promieniowi zewnetrznemu
sfery r_, spelnia réwnanie

=ﬂ7zr3. =i727”3i (3.32),
3 m

z 37 o

z ktorego otrzymuje sie nastepujacy wzor na promien r,
ro=3Lr (3.33).

Podobnie, objetos¢ V, kuli o promieniu réwnym promieniowi wewnetrzne-
mu sfery r, , spelnia réwnanie

v . =3 ‘]__lr (3.35)-

Grubo$¢ j-tej sfery Ar, réwna si¢ roznicy jej promienia zewnetrznego r,
oraz wewngtrznego r, . i wyraza wzorem

) :(3\/% —@]n (3.36).

Jako $redni promien j-tej sfery r, zostanie przyjeta $rednia arytmetyczna
promieni zewngtrznego r_ oraz wewngtrznego -~ . Na podstawie wzoréw (3.33)
i (3.35), tak zdefiniowany promien éredni r_ wyraza si¢ wzorem

‘l(iﬁ i ]ra (3.37).
2\ Vm m
Ponadto, migdzy promieniami: wewnetrznym r sfery j-tej i zewnetrznym

i sfery o indeksie (j — 1) zachodzi réwno$¢, czyli

P =Ty (3.38).

wy
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Jako przykltadowe zastosowanie wyprowadzonych zaleznosci zostanie roz-
patrzony podzial obszaru na m = 8 sfer. Stosujac wzory (3.37) i (3.36), otrzy-
muje si¢ nastepujace réwnania, wyrazajace promienie zewnetrzne sferr_ oraz ich
grubosci Ar:

ro= 3\/%1” =0,5000r,  Ar; =0,50007, (3.39),
r, = \/g =0,63007,  Ar,=0,1300r, (3.40),
o= 3\/%}’ =0,7211r, Ar; =0,0911r, (3.41),
ro= 4 =0,7937r,  Ar,=0,0726r, (3.42),
z4 8 j o
r_s= \/g r,=0.8550r,  Ar;=0,0613r, (3.43),
8 p
r,e=3 ﬂr =0,9086r,  Ar; =0,0536r, (3.44),
8 E
ro,= \/zr =0,9565r,  Ar.=0,0479r. (3.45),
8 0 j 0
Vo= 3\/§ro =1,0000r,  Ar; =0,0435r, (3.46).
8 B

Poréwnujac otrzymane wzory (3.39)-(3.46), latwo zauwazy¢, ze pro-
mien zewnetrzny pierwszej sfery o ktora staje si¢ kula, rowna si¢ polowie
promienia calego obszaru r_i réwna sig tez grubosci Ar, tej sfery — zob. réwnania
(3.39). Ponadto, grubosci Ar, nastepnych sfer szybko maleja.
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Sferyczno-symetryczny rozklad gestosci mas jest szczegdlnym, ale dos¢
czesto spotykanym przypadkiem. W przyblizeniu taki rozktad wystepuje np.
w obiektach astronomicznych. w tym réwniez w Ziemi. Dla wielu zastosowan,
np. w przypadku wyznaczania ksztattu geoidy, ktéry jest niezbedny dla pomiaréw
geodezyjnych, takie przyblizenie jest niewystarczajace. Najbardziej ogdlny przy-
padek rozktadu masy, dla ktérego gesto$¢ w danym punkcie kulistego obszaru jest
zalezna zaréwno od odleglosci tego punktu od $rodka obszaru (promienia rj) ,jak
i od katow — azymutalnego A oraz biegunowego ¢, bedzie rozpatrywany w nastep-
nym rozdziale.



4. PROCEDURA DLA WSPOLRZEDNYCH
SFERYCZNYCHIDOWOLNEGO ROZKEADU MASY

4.1. Podzial obszaru z wykorzystaniem ustalonego
przedzialu katéw

Podobnie jak w rozdziale trzecim, rozpatrzony bedzie obszar przestrzeni
o objetosci V, majacy ksztalt kuli o promieniu zewnetrznym r , wypelniony masa,
jednak w tym przypadku gestos¢ masy nie ma rozkladu kulisto-symetrycznego.
Do opisu tej sytuacji wprowadza si¢ uklad wspétrzednych sferycznych (1, 4, ¢),
ktérego poczatek 0 pokrywa sie ze $rodkiem obszaru (rys. 4.1).

Az

X

Rys. 4.1. Uktad wspolrzednych sferycznych i podzial obszaru kulistego V na elementy

objetosci AV; r — promien obszaru, A, - §rodek elementu objetosci AV, B, - stanowisko

pomiarowe, Ag przyczynek do przyspleszema sity c1e;zk0sc1, r - odleglosa odpo-

wiednio: érodka elementu objetosci AVi stanowiska pomlarowego B od srodka ukladu

wspolrzednych, A - kat azymutalny, ¢ — "kt biegunowy, 7. odleglosc miedzy §rodkiem
elementu objetosci AIV i stanowiskiem pomlarowym B,
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Obszar ten zostanie podzielony na elementy objetosci AV (j = 1,2, ... m,
m>> 1), ktérym jest przypisana uredniona gesto$¢ d Polozenie §rodka A, kazde—
go z tych elementéw okreslaja wspolrzedne (r 7L ¢, ) , oznaczajace odpowiednio:
odleglos¢ od srodka uktadu wspolrzednych, kqt azymutalny i kat biegunowy. Za-
kresy zmiennosci tych wspétrzednych spelniaja warunki: 0 <7, <7 ,0 < i <2m,
—m/2< ¢, < +m /2. Pomiary przyspieszenia sily ciezko$ci g wykonywane s3
na stanowiskach B. o wspolrzednych (r, 4, ¢.), przy czym i = 1 2, ...nn>>1
oraz n = m. Ostatni z tych warunkéw zapewma jednoznacznos¢ rozw1qzania pro-
blemu. Dla kazdej ze wspélrzednych (r, A, ¢) zostanie zastosowany réwnomierny
podzial odpowiednio na p, g oraz s czeéci. Zgodnie z tym elementy wspolrzed-
nych Ar, A), Ap wyrazaja si¢ nastepujacymi wzorami:

7

Ar=-2 (4.1),
p

Ad = 27 (4.2),
q

A(D:Z (4.3).
s

Korzystajac ze wzoréw (4.1)-(4.3) dla wspéirzednych srodka elementu ob-
jetosci AVJ, otrzymuje si¢ wzory

r, =(k—ljr—” (4.4),
17
A= 2(1 - —j— (4.5),

®, = (0 - ljz (4.6),

wktérychk=1,2, ... p,1=1,2, ... g 0=1,2, ... s. Do uzyskania odpowiedniej
rozdzielczosci powinny by¢ spelnione warunki: Ar << r, Ad << 27, Ap << T,
z czego wynika warunek p, g, s >> 1. Wtedy réwniez uzasadnione jest przypisanie
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kazdemu elementowi objetosci AV usrednionej gestosci dj. Oprocz tego zacho-
dzi zwiazek pgs = m. Korzystajac z przyjetych zalozen i oznaczenn wprowadzonych
narys. 4.2, element objetosci AV, oblicza sie ze wzoru

2
AV, = Arr; AlApcos @, (4.7).

X

Rys. 4.2. Obliczanie elementu objetosci AV, w ukladzie wspélrzednych sferycznych; A,

- $rodek elementu objetosci AV,r - odleglo$¢ $rodka elementu objetosci AV od $rodka

ukladu wspolrzednych, l}, - kat azymutalny, - kat biegunowy, Ar, AA, Ap — przyrosty
odpowiednio: odleglosci, kata azymutalnego i kata biegunowego

Po podstawieniu wzoréw (4.1)-(4.4) i (4.6) do wzoru (4.7) otrzymuje sig

2
27z2r03(k —~ lj cos{(o — 1) ﬁ}
2 2)s

AV, = 3
p'as

J

(4.8).
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Podstawiajac wzér (4.8) do wzoréw (1.24)-(1.26) wyprowadza sie naste-
pujace wzory na wspolczynniki kierunkowe k_, k , k.

i iy ijz
2
27°Gr;) k—1 (x, —x,;)cos o—l i
2 ! 2)s
kijx = 3 3 (49)1
P qst;
2
27°Gr} k—l (v, —y,)cos 0—1 z
2 2)s
k;, = — (4.10),
P qsr;
1Y 1\
27°Gr) | k—— | (z,—z,)cos|| 0o—— |~
2 / 2)s
k, = — (4.11).
P qsr;

Wystepujaca we wzorach (4.9)-(4.11) odleglosé T miedzy $rodkiem ele-
mentu objetosci AV}_ oraz stanowiskiem pomiarowym B. wyraza si¢ wzorem

7= \/(xl. —x,) + (x5, -y, +(z,—2z,) (4.12).

We wzorach (4.9)-(4.12) uzywane s3 wspélrzedne ortogonalne (x}., Y z)
srodka elementu objetosci AV oraz (x,y,z) stanowiska pomiarowego B.. Zgoé-
nie z oznaczeniami przyjetymi na rys. 4.3 oraz 4.1, miedzy tymi wspolrzednymi
i przyjetymi wczeéniej wspolrzednymi sferycznymi (r],, lj, <pj) oraz (r, A, ¢.) za-
chodza nastepujace zaleznosci:

X; =7,C08Q,; cos (4.13),
Y, =r;co8¢,sin 4, (4.14),
z,=r;sing, (4.15),

X, =1, COSQ, COS A, (4.16),
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Y; =1;C08¢; sin 4, (4.17),

z, =r1,8ing, (4.18).

Po podstawieniu odleglosci r, $rodka elementu objetosci AV od poczat-

ku ukladu wspétrzednych ze wzoru (4.4) i katow 7L @, ze Wzoréw (4 5) i (4.6)

do wzoréw (4.13)-(4.15) otrzymuje sie nast@pu]qce wzory na wspolrzedne or-
togonalne srodka elementu objetosci AV

X; =(k —ljr—ocos_(o—ljz}cos_Z(l —ljz} (4.19),

' 2)p | 2)s i 2)q
y, = (k - %)%’cos:(o - %)%}sm}(! - %} g} (4.20),
z,= (k—%j%sin“o—%)ﬂ (4.21).

Po uwzglednieniu wzoréw (4.19)-(4.21) réznice wspdtrzednych ortogonal-
nych, wystepujace we wzorach (4.9)-(4.11) zapisuje si¢ w postaci:

X; =X, =1,C08¢, COS 4, —(k—ljr—”cos (o—lJz Ccos Z(I—lJz (4.22),
2)p 2)s 2)q
. 1\~ 17| . 1\7
Yi—Y; =ricosgoism/1i—(k——)—"cos (0——)— sin 2(!——}— (4.23),
2)p 2)s 2)q
. 1\ . 1\z
z,—z,=rsing, —(k——]—sm{[o——j—} (4.24).
2)p 2)s
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Wi

V=<

X

Rys. 4.3. Schemat do obliczania sktadowych przyczynku do przyspieszenia sily ciezko-
$ci pochodzacych od elementu objetosci AV; Ag, — przyczynek do przyspieszenia, Ag_,
,» 08, —skladowe przyczynku do przyspleszema, a,,a,,a, —katymiedzy kierunkiem
przyczynku do przyspieszenia i osiami ukladu wspolrze;dnycfl A, - $rodek elementu ob-
jetosci AV, B, — stanowisko pomiarowe, r, r, — odleglosci 0dp0w1edn10 $rodka elementu
objetosci AV i stanowiska pomiarowego B od $rodka ukladu wspétrzednych, r, — odle-
glos¢ ledZY $rodkiem elementu ob]e;tosa AV i stanowiskiem pomlarowym B,

Z kolei po podstawieniu wspoélrzednych, wyrazajacych sie wzorami
(4.13)—(4.18) do wzoru (4.12) na odleglos¢ r, otrzymuje sie

{r[ COSQ; COSA, —r; COSP; COS A, }2 +
1= +{ri cos@, sin A, —r;cos @, sin/”tj}2 + (4.25).

. . 2
"‘{’”i S, —1; smgoj}

Podstawiajac do otrzymanego wyrazenia (4.25) wzory (4.3)-(4.6), uzysku-
je si¢ koncowy wzor na odleglos¢ r, W postaci
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oot {1 frofl -3 -
R CH
3]

W celu otrzymania koncowych wzoréw na wspoétczynniki kijx’ kijy, e
wiono do wzoréw (4.9)-(4.11) wzory (4.22)-(4.24) i wzér (4.26). Stad uzyska-

no nastepujace wzory:
(o—ljﬁ cosS 2( lj” X
2)s 2)q

T

q

r
-2¢0S8

1
0__
2

T

N

. 1
+{rl. Cos @, sin 4, —(k —Ej
-%sin

+{risin(pi—(k—%jr

p

rﬂ

2
27r2Gr03(k— lj 1COS @, cos/li—(k—lj
2 2)p

(4.27),

3

il

17,
—[— COS
2) p

o3

{ricosqoi cosA, —(k—

pgs ++;cosgoisin/ll.—(k—

)

—

N

[

—-sin
p

i

+{rl.sing0i—(k—

s

=

~—|sin
S

e

¢

)
)

1

2

il

ik

+




S8

-%-€c0S
p

o35 b=

» = 2 (4.28),
e
2)p 2)s 2)q
1 1 1 ’
Pgs +{r,. cosg, sin 4, —[k—jr”cos{(o—jﬂ}sm{{l—j”}} +
2)p 2)s 2)q
{ . ( ljr H lJﬂ'}}z
+<rsing, —| k—— |%sin[| o—— |~
2)p 2)s
2
27r2Gr03(k - 1} {rl. sing, - (k _ 1%“{(0 _ 1} ”}} y
2 2)p 2)s
17
X COS|:(0 - 2] S}
k. — (4.29).
{r,. cosp cos’, —(k—1jfnco{[o_1]”}0{2@_@”}} ;
2)p 2)s 2)q
1 1 1 ’
pgs +{rl. cos, sin 4, —(k—)r"cosKo—Jﬂ}sin{Z(l—)”}} +
2)p 2)s 2)q

—

T
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2
27r2Gr03(k_1) I”,COS(p,Sin/l,.—[k—lJr”
2 2
(o35
X COS 0—5 =
k= s

o]

Podobnie jak dla wspoélrzednych ortogonalnych, nalezy obliczy¢ indeks j ele-
mentu objetosci AV, wystepujacy we wzorach (4.27)-(4.29). Zgodnie z rys. 4.4,
w tym przypadku wz6r na obliczanie tego indeksu ma posta¢

=gs(k=D+s(l=1)+o (4.30).

Pierwszy ze skladnikéw we wzorze (4.30) oznacza liczbe elementéw ob-
jetosci AV, zawartych w kuli o promieniu (k — 1)Ar. Kula ta sklada sie z k - 1
sfer, z ktorych kazda ma gs elementow objetosci. Drugi sktadnik w tym wzorze
to liczba elementoéw objeto$ci w niepelnej sferze, znajdujacej sie na zewnatrz
wspomnianej kuli i sktadajacej sie z [ - 1 rzedéw, majacych po s elementéw kazdy.
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Trzeci sktadnik we wzorze (4.30) to liczba elementéw w niepelnym rzedzie, przy-
legajacym do ostatniego rzedu elementéw w niepelnej sferze. Indeks j obliczony
ze wzoru (4.30) spelnia warunek 1 < j < pgs.
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Rys. 4.4. Schemat indeksowania elementéw objeto$ci AV w obszarze V przy obliczaniu
wspdlezynnikow kijx’ kiy, qu; k, I, o — indeksy elementéw objetosci liczone odpowied-

nio w kierunku: radialnym, azymutalnym i biegunowym (k=1,2, ... p,1=1,2, ... q,
0=1,2,...5)

Zeby wyznaczyé rozklad przestrzenny gestosci w rozpatrywanym obszarze V,
nalezy podstawi¢ wspotczynniki kij » ki,y , k_, obliczone ze wzordw (4.27)-(4.29),
do odpowiadajacego im jednego z ukladéw réwnat (1.21)—-(2.23). Nastepnie
rozwigzujac ten uklad oblicza si¢ ggstosci masy dj w poszczeg6lnych elementach
objetosci AV



60 4. Procedura dla wspotrzednych sferycznych i dowolnego rozkladu masy

4.2. Podzial obszaru z wykorzystaniem malejacego
przedzialu katow

Wadj przyjetego sposobu podzialu, w ktéorym elementy wspolrzednych
Ar, A}, Ag maja ustalone wartoéci dla calego obszaru i wyrazaja sie wzora-
mi (4.1)-(4.3), jest otrzymywanie niejednakowych elementéw objetosci AV,
co przedstawia rys. 4.5.
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Rys. 4.5. Przyklady zmiany ksztattu i wielkosci elementéw objetoéci AV w zaleznosci

od ich lokalizacji w ukladzie wspdlrzednych; r. — odlegto$¢ srodka elementu objetosci

AV od érodka ukladu wspétrzednych, A, - kat azymutalny, ¢, — kat biegunowy, Ar, Ad, Ag
— przyrosty odpowiednio: odleglosci, kata azymutalnego i kata biegunowego

Wielkosci tych elementéw zaleza od ich polozenia i maleja wraz ze wzro-
stem kata biegunowego ¢ oraz zmniejszaniem si¢ odleglosci r, od $rodka 0 obsza-
ru V. Mozna krétko stwierdzi¢, ze objetoéci tych elementéw zmieniajq sie w dwu
kierunkach. Taka sytuacja powoduje niejednakowq rozdzielczo$¢ wyznaczanego
rozkladu gestosci. Rozdzielczo$¢ ta maleje wraz ze zblizaniem si¢ do powierzchni
ograniczajacej obszar i zmniejszaniem kata biegunowego ¢ do 0. W tej sytuacji
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decydujace znaczenie ma przyjecie optymalnych wartosci liczb p, g, s, decydu-
jacych o podziale obszaru V. Jezeli wartosci te beda zbyt mate, to wowczas ele-
menty objetosci AV, utworzone w poblizu powierzchni tego obszaru nadmier-
nie wzrosna i rozdzielczoéé w tej cze$ci obszaru stanie sie niedostateczna. Z kolei
gdy zostang wybrane odpowiednio duze liczby p, g, s, co zapewni zadowalajaca
rozdzielczo$¢ w poblizu powierzchni obszaru, to elementy objetosci AV, utwo-
rzone w poblizu $rodka obszaru, beda zbyt mate, a ich liczba bedzie zbyt duza.
Spowoduje to niepotrzebne wydluzenie czasu potrzebnego do obliczen.

Podzial obszaru V, dajacy bardziej réwnomierng rozdzielczo$¢, pozwoli
unikna¢ omoéwionych wad. W tym podziale elementy katéw azymutalnego AA
i biegunowego Ag beda zmniejszaly si¢ wraz z odlegloscia od srodka obszaru V
natomiast element Ar wspolrzednej r pozostanie staly w calym przedziale jej
zmienno$ci. Schemat takiego podzialu, widziany w plaszczyznie poziomej, jest
pokazany narys. 4.6.

o

Rys. 4.6. Schemat podziatu obszaru kulistego V' z wykorzystaniem malejacego przedzia-

tu katéw; r, — promieni obszaru, A, — $rodek elementu objetosci AV, r - odlegtosci érod-

kéw elementow objetosci AV od ‘érodka ukladu wspblrzednych, l kqt azymutalny, ¢,

— kat biegunowy, Al - elementy kata azymutalnego, Ar — elementy promienia, k, [ - in-

deksy elementow ob]e;tosc1 liczone odpowiednio w kierunkach radialnym i azymutal-
nym (k=1,2,.. p,1=1,2,... q)
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Latwo zauwazy¢, ze elementy objetosci AV, prawie nie zmieniaja wielkos¢,
mimo zmiany odlegloscir ich $rodkéw A od poczqtku 0 uktadu wspélrzednych.
Promien » obszaru V zostanie podmelony na elementy Ar, stad wzér

Ar="2 = const. (4.31).

p
W otrzymanej w wyniku tego podziatu kuli, znajdujacej sie w $rodku obszaru
V, pelny kat azymutalny 27 zostanie podzielony na cztery elementy, a kat biegu-
nowy 7 na dwa. W kazdej nastepnej sferze liczba elementéw kata azymutalnego
Al i biegunowego Ag bedzie o jeden wigksza, niz w sferze poprzedniej. Zgodnie
z tym

__ # const (4.32)
4+(k-1) k+3 ' m

T T
Ap= = # const. 4.33).
L S A (+:33)

Zgodnie ze wzorami (4.32) i (4.33), indeks k w tym przypadku decyduje
o wielkosci elementéw kata azymutalnego A oraz biegunowego Ag, (k=1,2, ...
p). Wspélrzedne T l}_, ¢, $rodka A, elementu objetosci AV wyrazaja si¢ wzorami

r 1
=0 == 4.34),
" p( 2j (434)
2w 1
A= |1-— 4.35),
/ k+3[ 2) (435)

T 1
= — _— 4.36 .
?i k+1(0 2} (4.36)

Po podstawieniu do wzoru (4.8) wzoréw (4.34) i (4.36), otrzymuje si¢ wzor
na element objetosci AV, w postaci

1Y [z 1
27°r) (k —~ j cos{(o —~ H
2 k+1 2
AV, =

/ P (k+3)(k+1)

(4.37).
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Z kolei po podstawieniu wzoréw (4.31)—(4.36) do wzoréw (4.19)-(4.21),
roznice wspolrzednych ortogonalnych wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:

X, —X; =r,cos¢;sin 4, - (k——j cos| - (o—lj sin| 2~ (l—lj (4.38),
- 2)p k0T 2) T ksl 2
Y, —y;=r.cosg;sin; - (k - %)%co{ﬁ (0 — %H sm{ k2-i7-T3 (Z - Eﬂ (4.39),
. \r, .| « 1
z,—z,=rsing, —| k—=|-2sin| —| 0o—= (4.40).
i 2)p k102

W celu obliczenia odleglosci T, miedzy $rodkiem elementu objetosci A,
oraz stanowiskiem pomiarowym B, réznice wspolrzednych wyrazajace sie wzo-

rami (4.38)-(4.40) zostaja podstaw1one do wzoru (4.25), ktéry w wyniku tego
przyjmuje postac

2
ricosgoicos/li—(k—l %o cos| 2 0—l cos 2—”(!—1 +
2)p k+1 2 k+3 2
2
ro= |+ ricosgoisinxii—(k—l % cos| %[ 0—L | |sin| 2Z (l—l + (4.41).
/ 2)p k+1 2 k+3( 2
2
. ( ljro | ( lj
+ersing, —| k——|-*sin| —|o0——
{ 2)p | k+1 2

Konicowym etapem obliczen jest wyprowadzenie wzoréw na wspétczynniki
kt] . kw klZ Etap ten zostaje osiagniety po podstawieniu wzoréw (4.37)—(4.41)

do wczesme] uzywanych wzoréw (4.27)-(4.29). W wyniku tego otrzymuje sie
nastepujace wzory:
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2
27°Gr) [k —1j {ri cosg, sin 4, —(k —1]}’”00{”(0 —lﬂ 003[2”[1 _lﬂ} «
2 2)p  |k+10 2 k+3\ 2
3 1
x cos[k_'_l(o - 2)}
: - (4.42),
R
2)p k+1 2 k+30 2
2
p(k+3)(k+1) +{r,.cosq)isin/1i—[k—;j';cos{lf“[o_;j}sm{li@(l_;ﬂ} +
poe-{t-gfpfie-2])
+qnsing, —| k—— [-=sin| —| o——
2)p  |k+10 2

oo, 1Y . N r T N . [2z(, 1
27°Gr| k——| srcosgsin A —| k—— |->cos| ——| o—— | |sin| ——| [—— || X
2 2)p k+1 2 k+3\ 2
/4 1
XCOS[[(H[O_2H
k. = — (4.43),
7.cos @, cos A, — k—l Yo cos| -7 o—l cos 27 l—l +
2)p k+1 2 k+30 2
2
. 1\ T .| 27 1
k+3)k+1) |+47 sind, —| k—— |-%cos| —| 0—— — = +
pk+3)(k+1) {rxcosq)lsml ( 2jpco{k+l(0 2]}51n[k+3[ 2]}}
2
. Nr, .| & 1
+irsing, —| k—— [-%sin| —| o——
{ ( 2)1) [’Hl[ ZH}

2
2712Gr03[k —1) {r[ sin g, —[k —ljr"sin[” (o _IH}X
2 2)p | k+l1 2
+
2 - (4.44).
{ri cos @, cos A, — (k - ljr"cos[ﬂ [0 - lﬂ 00{2” (1 _ lﬂ} 4
2)p k+1 2 k+3 2
2
i o sl 7 oL |sin] 27 (121
plk+3)(k+1) +{r,cos¢,smii—[k—2)pcos[k_”(o 2)}1n[k+3[l 2)} +
{ . ( T,{ﬂ[ 1)}
+4rsing, —| k—— |-%sin| —| 0——
2)p | k+1 2

i T

I
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Zeby wyznaczy¢ rozklad przestrzenny gesto$ci masy d wspolczynniki obli-
czone ze wzordw (4.42)—(4.43) nalezy podstawi¢ wraz z pomlerzonyrm warto-
$ciami skladowych przyspieszenia silty ciezkosci g, do jednego z uktadéw réwnan
(1.31)—(1.32) i je rozwiazaé. Pozostaje jeszcze obliczenie liczby m_elementéw
objetosci AV, znajdujacych sie¢ w kazdej z k sferycznych warstw, na ktére zo-
stal podmelony obszar V oraz liczby elementéw m, zawartych w calym obszarze
V. Zgodnie z wczeéniej przyjetymi zalozeniami w k-tej warstwie jest k + 3 piono-
wych rzeddw, zawierajacych po k + 1 elementéw. Stad réwnanie

m, = (k+3)(k+1) (4.45).

Liczbe m elementéw objetosci AV, zawartych w calym obszarze V oblicza
sig, sumujac liczby tych elementéw po wszystkich sferach. Sumowanie to mozna
zapisa¢ wzorem

k=p
m="(k+3)(k+1) (4.46).
k=1

Po wykonaniu mnozenia wzdr (4.46) przyjmuje postaé

k=p

k=
=YK +4Zpk+3 (4.47).
k=1

k=1

Wystepujace we wzorze (4.47) sumy szeregéw s3 podane w tablicach ma-
tematycznych [31]. Po wykorzystaniu zawartych tam wzoréw i sprowadzeniu
do wspoélnego mianownika otrzymuje si¢ wzor

_2p +15p7 + p+30

6 (4.48).

Analogiczng posta¢ ma wzor, pozwalajacy obliczy¢ wskaznik j elementu ob-
jetosci AV,

j_2k3+15k2+k+30

. (4.49).

W celu uzyskania zadowalajacej rozdzielczo$ci wyznaczanego rozkladu
przestrzennego gestosci masy d, powinien by¢ spetniony warunek p >> 1. Zasto-
sowany podzial ma te zalete, ze dla odpowiednio duzych warto$ci wskaznika k
wielko$¢ elementu objetosci AV.w przyblizeniu nie zalezy od kata azymutalnego
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A oraz od jednego z czynnikéw liniowych, zwierajacych kat biegunowy ¢. Jezeli
k >> 1, to zachodza relacje (k + 1) = (k+ 3) = [ (k- 1/2)] = k. Po wykorzystaniu
tego przyblizenia wzor (4.37) ulega uproszczeniu do postaci

.4 1
27rr coSs o——
{kﬂ( 2ﬂ

3

p

(4.50).

AVj ~

Ze wzoru (4.50) wynika, ze jednak nadal pozostaje zalezno$¢ elementu AV,
objetosci od kosinusa kata biegunowego ¢. Przez to rozmiary tych elementow
dla duzych wartosci tego kata maleja. Taka sytuacja powoduje zwigkszenie roz-
dzielczo$ci rozkltadu przestrzennego gestosci w czesciach okolobiegunowych
obszaru V, ale skutkuje tez wydluzeniem czasu obliczen. Niestety, z rozwazan to-
pologicznych wynika, ze podziat obszaru V, majacego ksztalt kuli, na jednakowe
elementy o objetosci AV > 0, ktére doktadnie wypelnia ten obszar, jest niemoz-
liwy [32, 33].



5. OBLICZENIA NIEPEWNOSCI PROCEDUR

5.1. Ogo6lny uklad rownan

Podstawowe znaczenie dla oceny uzytecznosci kazdej metody pomiaréw
oraz wielkosci wyznaczonych w wyniku jej zastosowana maja obliczenia
niepewnodci, z ktérymi udalo sie je wyznaczyé¢ [34]. Takie obliczenia s3 nazy-
wane réwniez rachunkiem bledéw. Sg one konieczne, gdyz kazdy pomiar, wyko-
nany przy uzyciu nawet bardzo zaawansowanych technologicznie instrumentéw,
obarczony jest jaka$ niepewnoscia, czyli btedem. Poniewaz na podstawie wyni-
kéw tych pomiaréw s wyznaczane wielko$ci koricowe, to niepewno$ci poszcze-
g6lnych pomiaréw maja réwniez okreslone znaczenie w wyznaczeniu tej wielko-
$ci. W tym rozdziale zostang wyprowadzone podstawowe wzory, umozliwiajace
obliczenie tych niepewnosci.

W rozpatrywanej metodzie s3 wykorzystywane wyniki pomiaréw sktado-
wych przyspieszenia sity ciezkoséci g, wykonywanych przy uzyciu grawimetréw.
Niepewnosci tych pomiaréw zostang oznaczone przez +Ag, . Pomiary sa wyko-
nywane na stanowiskach B, o wspolrzednych (x, y, z), (zob. podrozdzial 1.1).
Wskaznik i, numerujacy stanowiska pomiarowe, spelnia warunek i = 1, 2,
Stanowiska pomiarowe B, znajduja si¢ w okreslonych odleglosciach r, od ele-
mentdéw masy o Wyznaczanych gestosciach d majacych srodki w punlktach A,
owspoélrzednych (x Yz ) Wskaznik j, stuzacy ‘do numerowania elementéw masy
spelnia warunek j = 1 2 . m. Obie grupy wspélrzednych wystepuja we wzorach
na wspotczynniki klerunkowe k Te wspélrzedne réwniez s3 mierzone z okreslo-
nymi niepewno$ciami. Wartosci wspolczynnikéw k, zaleza ponadto od elementu
objetosci AV, ktory tez jest obciazony n1epewnosc1am1 Stad wynikaja niepew-
nosci Wyznaczema wektorowych wspoélczynnikow kierunkowych +Ak,. W kon-
sekwencji tego macierze K, G, wystepujace w ukladzie réwnan (1. 28) powmny
by¢ zastapione przesz sumy macierzy K £ AK oraz G £ AG. W tych wyrazeniach
AG oraz AK oznaczaja macierze niepewnosci wyznaczenia wektoréw odpowied-
nio wspoélczynnikéw kierunkowych i przyspieszenia sily ciezko$ci. Ukltad réwnan
(1.28) mozna wtedy zapisa¢ w skréconej postaci jako

(K+AK)D = (G + AG) (5.1).
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Uklad (5.1) ma rozwiazania, jezeli zachodzi

det(K £ AK) # 0 (5.2).

Istnieja wtedy dwa rozwigzania tego ukladu, majace posta¢ macierzy D, D,
ktore beda nazywane odpowiednio macierza dolnych i gérnych wartosci gesto-
$ci. Sa to macierze jednokolumnowe (wektory), majace postaé

D,=D+AD, (5.3),

D, =D+AD, (54),

gdzie AD, i AD , 0Znaczaja odpowiednio macierze (wektory) dolnych i gérnych
n1epewnosc1 wyznaczema gestosci. Przy czym, w ogélnym przypadku zachodzi
AD, = AD_. Korzystajac z wprowadzonych macierzy (5.3) i (5.4), uklad réw-
nan ( 5.1) zastgpu)e sie przez dwa réwnania

(K-AK)D, =(G - AG) (8.5),

(K +AK)D, = (G +AG) (5.6).

Zeby te rownania mialy jednoznaczne rozwiazania, musza by¢ spelnione wa-
runki

det(K — AK) # 0 (8.7),

det(K +AK) # 0 (5.8).

Wtedy rozwiazania réwna (S.5) i (5.6) wyrazaja sie wzorami

I .
D, —m((K—AK) ) (G-AG) (5.9),



5.1. Ogodlny uklad réwnan

1

D, = m((K+AK)S) (G +AG)

69

(5.10),

gdzie ((K-AK)*)", ((K+ AK )*)" oznaczaja macierze transponowane macierzy
dopetnier (K-AK)* i (K+AK), utworzonych odpowiednio z macierzy K-AK

oraz K+AK.

Zostang teraz zdefiniowane macierze dolne i gérne wektorowych wspot-
czynnikéw kierunkowych odpowiednio K i K oraz macierze dolne i gérne wy-

d

nikéw pomiaréw przyspieszenia sily ciezko$ci 0dp0w1edn10 G,iG zgodnle zna-

stepujacymi wzorami:
K,=K-AK
K, =K+AK
G,=G-AG
G,=G-AG

Wtedy rownania (5.5) i (5.6) przyjmuja prostsza postaé

K,D, =G,
Kng = Gg

Jezeli wyznacznik macierzy K i K spelniaja warunki

detK, #0

detKg:& 0

(5.11),

(5.12),

(5.13),

(5.14).

(5.15),

(5.16).

(5.17),

(5.18),
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to wtedy istnieja jednoznaczne rozwiazania réwnan (5.17) i (5.18) w postaci

1 sN\T

D, = delK (K,)) G, (5.19),
1 s\T

¢ = doiK, (K,)") G, (5.20).

W réwnaniach (5.19) i (5.20) ((K,)9)”, ((K )*)T oznaczaja macierze trans-
ponowane, macierzy dopehnien (K,)i Kg)s utwoﬁzonych odpowiednio z macie-
rzy K, orazK . Zdefiniowane wcze$niej macierze K, K 2Dy D, G, G moga by¢
zapisane w nastgpujacej postaci rozwiniete;j:

'k, -Ak, k,-Ak, K, =2k, Kk -—Ak, |
k, — Ak, k,, —Ak,, ---k2/’ _AkZJ ..K,, —AK,,
Ki=| K'ZAk k. ZAK k, — Ak, ..k, —Ak,, (5:21),
_knl _Aknl kn2 Aan k}'ljZ_Aknj knm _Aknm_
d —Ad, |
d, —Addz
D — | reeeeeeeeee 5.22 )
= d"Ad, (522)
dm Addmj
_gl _Agm |
g,. —Ag,,
G — | eeeeeeeeeeees 5.23 ,
¢ g. —Ag, ( )
gnz _Agbn




5.2. Obliczenia dla wspétrzednych ortogonalnych

nl

'k, +Ak, k,+Ak, ..
k, +AKk,,. k,, +Ak,,..K,; +AK,, .

K, +Ak, k,, +Ak,,

k,, +Ak,;
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(5.24),

(5.25),

(5.26).

We wzorach (5.21)-(5.24) symbole Ak oznaczaja niepewnosci wyzna-
czenia wektorowych wspoétczynnikéw klerunkowych k,, Ag, s3 to niepewnosci
pomiaréw przyspieszenia wektora sily cigzkosci g, natomiast Ad Ad ;52 odpo-
wiednio niepewnosciami dolng i gérna wyznaczenla gestoscid.

5.2. Obliczenia dla wspélrzednych ortogonalnych

Wyprowadzone zostang teraz wzory dla przypadku wspodtrzednych ortogo-
nalnych przy zalozeniu, ze obszar wypelniony przez mase zostanie podzielony
na jednakowe sze$ciany, co bylo rozpatrywane wczesniej w podrozdziale 2.2.
Niech wigec elementy objetosci V. maja ksztalt sze$cianu o boku a. Stad mozna

zapisa¢ wzor

3
AVJ:a

(5.27).
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Przyjmuje sig, ze bok a jest zmierzony z niepewnoscia +Aaq, ktora oczywiscie
ma tez wplyw na niepewnosci +Ak, wyznaczenia wspotczynnikéw k . Po podsta-
wieniu wzoru (5.27) do wzoréw (1 24)-(1.26) otrzymuje sie naste;pu]qc wzory
na skalarne wspétczynniki kierunkowe k, k,, k. :

ijz"

= Ga b %) (5.28),
(\/(xi _‘xj)z +(; _yj)z +(z, _Zj)z)3

_ Ga3(yi _yj) (5.29)
(\/(xi _xj)z +(yi _yj)z +(Zi _ZA,')Z)3

Gaz-2) (5.30).

- (\/(xi _Xj)2 +(yi _yj)2 +(Zi _Zj)z)3

W celu prowadzenia dalszych obliczent wykorzystany zostanie wzér na nie-
pewnos¢ wyznaczenia wielkosci zaleznej od szeregu innych wielkosci, z ktd-
rych kazda tez zostala zmierzona z okre$long niepewnoscia. Niech dana bedzie
wielkos¢ P, zalezna od pewnej liczby niezaleznych od siebie wielkosci u , przy
czym w jest wskaznikiem numerujacym te wielkoéci (w = 1, 2, ... z). Ponadto,
niech kazda z tych wielkosci u  bedzie zmierzona z niepewnoscig *Au . Wéw-
czas niepewno$¢ AP wyznaczonej w tym przypadku wielkosci P wyraza sie wzo-
rem [35]

AP =+ 2(;;) (Au,)? (5.31).

Po rozwinigciu wzér (5.31) przyjmuje postaé

’ oP
AP= \/[a j(A u)’ (uzj(Auz) +.. {ij (Au,)’+.. {a ZJ(Au) (5.32).

Dostosowujac wzér (5.32) do zmiennych Xy Yy Zy X, Y, Z 013z 4, wystepuja-
cych we wzorach (5.28), otrzymuje sie nast@pu]a,cy wzor na niepewnosci Ak
z ktérymi sg wyznaczone skalarne wspdlczynniki kierunkowe kl]x
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ok, \ U LA P 2.7 ZA ok, | .
81() . () ay,.(y’)+6y_,(y)+

Ak, =+ . ’ (5.33).
ok, ok ok Y
H =L (Az )+ =L | (Az )+ == | (Aa)®
LA A

Z kolei pochodne czastkowe, wypisane we wzorze (5.33), oblicza sig, réz-
niczkujac wzor (5.28) kolejno wzgledem wyszczegdlnionych zmiennych «, y, z,
X,¥,%, a. W wyniku tego otrzymuje si¢ nastepujace wzory:

) 1 -
ok, (J(x,- —x)+(y, - +(z —z,)Z)z
— = Gd’ , (5.34),
ax,. _ 3(xi_xj)
(\/(xi_xj)z"'(yi_yj)z+(Zi_Zj)2T_
i 3(x, —x) ]
S [ o e e o5
6xj ~ 1
(\/(xi_xj)2+(yi_yj)2+(Zi_Zj)2T_
) 1 )
N
5kl.jx _Gd? (\/(xi_xj)2+(yi_yj)2+(zi_zj)2)3 y
R 30, -2 (336)
e =5+ Gy —v ) + ;-2
I 3(y, -y, |
by om0 ey i oo
ay, ~ 1
(\/(xi_xj)2+(yi_yj)2+(Zi_Zj)2T_
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1

+
akijx Gd® (\/(xi_xj)z"_(yi_yj)z‘i'(Zl-—Zj)z)1
ER ’ _ 3(z, — Zj)z (5.38),

WG =)+ =) 4 -2 |

3(z, -z, )
by om0 e G ) I 3
oz, ~ 1
e —x) 0y —v) +z -2
Ok, 3Ga“(x; - x;) (5.40).

T ey Sy )

Pochodne obliczone ze wzoréw (5.37)—(5.40) nalezy podstawi¢ do wzoru
(5.35) w celu obliczenia niepewnosci skalarnych wspétczynnikéw kierunko-
wych k Nastepnie z macierzy zapisanych wzorami (5.21)-(5.26) i zawieraja-
cych elementy wektorowe wydziela sie nastepujace macierze, w ktorych sg ele-
menty zwiazane z kierunkiem 0X.

by, — Ak ey, — Ay R T ARG k- AR

11x

k21x Akﬂx k22x o k22x kzjx a Akzjx k2mx - Akme

Ko = G, KR, T TR, TR, | (54D
knlx Aknl)r kn2'c Aanx .. knjx_Akn]x knmx - Aknmx
d,—Ad,
d,-Ad,,
D= d“Ad, (5.42),
_dm Adu’m_
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_glx —Agy, |
22, —Agy,
G — | eeeeeeeeeeee 5'43 ,
xd gix - Agbix ( )
gnx _Agbnx

ey A Ky, Ak K ARk AR

11x

ky . + Ak, Ky + Ak, Ky A ...km +Ak

21x

1mx

Ko =| i R R T R (5.44),

k +Ak, k. +Ak, k. +Ak. .k, +Ak

nlx nlx "n2x njx njx nmx nmx

D | e (5'45))
g

G =| g Vi, (546),

Do wyodrebnionych macierzy (5.41) i (5.44) nalezy podstawié¢ niepewnosci
wyznaczenia skalarnych wspolczynnikéw kierunkowych Ak, , obliczone ze wzo-
ru (5.33), a nastepnie rozwigza¢ dwa uklady réwnan, utworzone z macierzy
(5.41)-(5.43) i (5.44)-(5.46) w celu wyznaczenia poszukiwanych gestosci d,
a takze ich dolnych i gérnych niepewnosci, odpowiednio Ad oraz Adg Nalezy
tu zauwazy¢, ze najczesciej dolne i gorne niepewnosci Ad oraz Ad z ktoryml
zostang wyznaczone gestosci d nie beda sobie réwne, tzn wystqpl zaleznos¢
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Ad, # Ad . Ponadto, o ile gestodci d, wyznaczone przy uzyciu wynikéw pomia-
réw roznych skladowych przyspleszema sily cigzkosci, tzn. g , albo 8y albo g_
beda réwne, to odpowiadajace im niepewnosci dolna i gbrna na ogol nie beda
sobie réwne, gdy sktadowe g , 8y 8. wykorzystane do tych obliczen zostang wy-
mienione, np.zg nag, .

Przedstawiony schemat postepowania znajduje zastosowanie réwniez w przy-
padkach, gdy pomierzone zostaly pozostale sktadowe przyspieszenia sity cigzko-
$ci w kierunku osi 0Y'i 0Z, tzn. g, oraz g . W pierwszym z tych przypadkéw wzoér
na niepewnosci Ak, z ktérymi sq wyznaczone skalarne wspolczynniki kierunko-
wek, jest analoglczny do wzoru (5.33) i ma postaé

TR PVCIN 70 DI 70 PN (/78 DO
ox (Ax,)*+ o, (Ax)) . (Ay,) gf (Ay)
Ak, =+ ' (5.47).

o2 cneye ] cacy [P caay
o ) P e, | 49 ) A

Wzory na pochodne czastkowe dla tego przypadku sa nastepujace:

1

( )!+
(i_ j)2+( i j)2+(i_ j)2

%y _ ‘/x § ne i e (5.48),
Oox, 3(x, = x,)

e o a2

3(x, - x,)’ N
ak—’”:Ga3 (\/(xi_xj)z"‘(yi_yj)z"'(zi_zj)z)S (5.49),
8xj B 1
oo —x) (=) + -2 |
_ | ]
Wu—xf+(— f+@—sz+
Sy _ G| VT TR AT (5.50),
oy, B 3vi—y)

W —x ) ==y + G-z |



Z kolei macierze, wchodzace w sklad ukladéw réwnan, maja postac:

vd
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3(y,-y,) )
W —x )+ Gy + -2
1

-_ (\/(xi _xj)2 +(, _yj)2 +(z, —Z_/)2 T J

k

11y

— Ak k12y _Aklly ...kl
k21y _Ak21y k22y _AkZZy ---k

1 +
ok (\/(x,-—xj)2+(yi—yj)2+(zi—zj)z)3
—2 =Ga’ .
0z, _ 3(z,—z,)

(\/(xi_xj)2+(yi_yj)2+(Zi_Zj)2f_
| 3(Zi_Zj)2 +_
ak—ijy—Gcf’ (\/(xi_xj)2+(yi_yj)2+(zi_zj)2)j
0z, ~ 1
8kl.jy B 3Gd? (x, —xj)
oa

(\/(x,. —xX) =y (=) )3

11y jy_Akljx
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(5.51),

(5.52),

(5.53),

(5.54).

(5.55),
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G, =

ki, + Ak, K

nly “n2y

g

[k, + Ak, Ky, + Ak
k21y +Ak21y k22y +Ak22y ...k

d, -Ad,, ]
d,—Ad,,
d,—Ad,
_dm _Addm_
_gly _Agbly |
&8sy _Agb2y
gzy _Agbiy
gny _Agbny
11y ...kljy +Ak1jy ...klmy +Ak1my
2y TAK Ky, + AR

ok A Ak, Ky, Ak + ARk, A

(5.56),

(5.57),

(5.58),

(5.59),

(5.60).



W przypadku osi 0Z zestaw odpowiednich wzordw jest nastepujacy:
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Ak, =+

iz

ok

i

Oox

ok,

ijz

Ox

ok,

ijz

ok,

ijz

%)

=QGa

=QGa

=Ga’

ok ok Y ok ok Y
A H —Z | (Ax)+H —Z | (Av) 2+ —Z | (Ay)2+
(ax,.j(x’) (axJ}(XJ) (@J(y,) [ayj](y,)
ok \’ ok Y ok \:
A+ =2 (Az) 2 +| = | (Aa)?
(azij(z,) [azj](z,) (aaj(a)

1
oy r0—ryrGzy)
B 3(x, —xj)2
| (\/(xl- _x‘,')z +(, _y‘/)z +(z _Zj)2 )5 |
i 3(x, - x,)° +_
o+ 0 v -2
1

W —x P +G -y )+ -2

1

3 (\/(xi _xf)z +(; _yj)2 +(z, —Zj)z)3 )

3(y,—y,)
=22+ Gy + -2

3(yi_yj)2 "
Vo —x )+ G-y + -2
1

__ (\/(xi —x) (=) +(z-z) f i
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(5.61),

(5.62),

(5.63),

(5.64),

(5.65),
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i 1 :

+
Ok, G (\/(x[—xj)z+(y,.—yj)2+(z,.—zj)2)3
R 3z, —z,)

e o G

3(z —Zi)2
: +
% G4 (\/('xi _xj)z +(, _yj)z +(z _Zj)z)S
0z, 1
o =y G-z |
Ok, 3Ga*(x, -x;)

oa ) (\/(xi _xj)2 +(, _yj)2 +(z _Zj)2)5

k. — Ak k. — Ak K= Ak
ky, —Akyy, by, = Akyy, ---k2jz _AkZJ‘z .k

_knlz Aknlz kn22 AanZ . knjz _Aknjz nmz _Aknmz
d, —Ad,
d,-Ad,
D, =| ;e
=\ d ZAd,
_dm - Addm_

(5.66),

(5.67),

(5.68),

(5.69),

(5.70),
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_glz _Agblz |
gZZ _AgbZZ
G — | reeeeeeeeeees '71 ,
=d giz _Agbiz (5 )
gnz - Agbnz _
kA K A AK, KAk Ak
k212 + Akle k222 + Ak22z ---k2jz + Aijz “‘k2mz + Ak2mz
N YV S S S R Y (5.72),

k. 0k, k. + Ak, ok + Ak, + AR

D, = a;";r'&'l;;j (5.73),

G| ¢, (574)

Wedlug schematu analogicznego do podanego w tym rozdziale mozna réw-
niez przeprowadzi¢ obliczenia niepewnos$ci dla procedur we wspdlrzednych
sferycznych, przedstawionych w rozdzialach trzecim i czwartym. Réznica po-
lega na tym, ze obliczane s3 wtedy pochodne czastkowe na podstawie innych
wzoréw na skalarne wspélczynniki kierunkowe, np. wzoréw (4.26)-(4.29)
dla procedury, wykorzystujacej ustalony podzial katow. Ze wzgledu na analogie,
skomplikowana posta¢ odpowiednich wzoréw i ograniczona objetos¢ niniejszej
monografii, szczegoly tych obliczen zostana pominiete.






6. OGOLNE PROBLEMY TOMO GRAFII
GRAWITACYJNE]

6.1. Tomografia grawitacyjna jako problem odwrotny
teorii pola

Tak zwany problem prosty teorii pola polega na wyznaczeniu wielkosci
tizycznych, opisujacych to pole, np. potencjatu, natezenia pola lub przyspieszenia
sily ciezkosci w sytuacji, gdy dany jest rozklad przestrzenny zrédet tego pola [ 36,
37]. Przez podanie rozkladu przestrzennego zroédet w przypadku stacjonarnym
rozumie sig, ze znane s3 wielkosci charakteryzujace Zrédla tego pola, np. gesto-
$ci mas, fadunki elektryczne, gestoéci pradéw i wspolrzedne, okreslajace lokali-
zacje tych wielko$ci. W przypadku niestacjonarnym dodatkowo konieczne jest
podanie funkcji, opisujacych zmiennos$¢ samych zrédel w czasie lub wartosci
i kierunku predkosci tych zrédetl. Problem odwrotny teorii pola polega na wy-
znaczeniu wielko$ci charakteryzujacych Zrédla pola w przypadku, gdy znane sa
warto$ci wielko$ci opisujacych to pole.

Szczegélnym przypadkiem pola fizycznego jest pole grawitacyjne Zie-
mi. Precyzyjnymi pomiarami przyspieszenia sily ciezkoéci tego pola g zajmu-
je si¢ dyscyplina naukowa nazywana grawimetrig, uwazana za jeden z dzialéw
tzw. geodezji wyzszej [38-40]. Celem tych pomiaréw jest m.in. opracowanie
modelu powierzchni Ziemi nazywanego geoida [8, 12]. Ma to podstawowe zna-
czenie dla zapewnienia coraz wiekszej dokladno$ci pomiaréw geodezyjnych,
ktdrej wymaga rozw6j wspolczesnych technologii [41, 42]. Wyniki tych pomia-
réw pozwalaja tez na monitorowanie zjawisk zachodzacych na Ziemi [43-45].
W przypadku pola grawitacyjnego problem odwrotny polega na tym, ze zna-
jac wartosci potencjalu grawitacyjnego lub wartosci i kierunki przyspieszenia sily
cigzkosci, albo nalezy wyznaczy¢ wartoéci mas i ich wspdlrzedne — gdy masy sa
punktowe, albo rozkltad przestrzenny gestosci tej masy — kiedy jest ona rozmiesz-
czona w sposéb ciagly.

Podany przyklad zilustruje teze, ze tomografia grawitacyjna stanowi szcze-
g6lny przypadek rozwiazania problemu odwrotnego w teorii pola grawitacyj-
nego. Zostanie rozpatrzony rozklad przestrzenny mas, pokazany na rys. 6.1.
Niech wewnatrz obszaru niedostepnego bezposrednim pomiarom i obserwa-
cjom, ograniczonego powierzchnia e, bedzie zlokalizowana tylko jedna masa
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punktowa lub kulista m, (rys. 6.1.a). Ponadto, niech w punkcie A(x,, y,) zostanie
zmierzone przyspieszenie sily ciezkosci g, Wytwarzane przez t¢ mase. Na podsta-
wie tego pomiaru nie mozna jednoznacznie okresli¢, jaki jest rozklad przestrzen-
ny masy, wytwarzajacy to przyspieszenie. Jest tak dlatego, ze przyspieszenie sity
cigzkodci g, o tej samej wartosci i kierunku w tym samym punkcie A(x,, y,) moze
by¢ wytwarzane przez inne rozklady przestrzenne. Moze by¢ np. wypadkowa
dwoch przyspieszen g, i g,, wytwarzanych przez masy punktowe lub kuliste m,
oraz m,, rozmieszczone w sposob pokazany na rys. 6.1.b.

a) Ax

e
Blx%)
9,
A(Xl'y1) 6: N .
— - - - - - - -
my y
0 -

Rys. 6.1. Przyklad réznych rozkladéw przestrzennych mas m -m,, wytwarzaja-
cych takie samo przyspieszenie sily cigzkosci g w wybranym punkcie A(x,, y,);
g,~g, — pozostale przyspieszenia sily cigzko$ci wytwarzane przez masy m —m, odpo-
wiednio w punktach A(x,, y,), B(x,, y,), e - linia ograniczajaca obszar zawierajacy masy
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Jezeli jednak dodatkowo zostanie zmierzone przyspieszenie sily cigzkosci g,
w punkcie B(xz, yz) (rys. 6.1.a), to pomiar ten wyeliminuje rozklad przestrzen-
ny mas m,, m,, pokazany na rys. 6.1.b. Bedzie tak dlatego, ze rozklad mas m,,
m, wytwarza w punkcie B(xz, yz) przyspieszenie g , réznigce si¢ wartoscig i kie-
runkiem od przyspieszenia g . Przyklad ten wyraznie pokazuje, ze decydujacy
wplyw na jednoznaczne okreslenie rozkladu przestrzennego mas ma liczba po-
miardw przyspieszenia sily ciezko$ci, wykonanych w réznych punktach pola gra-
witacyjnego, wytwarzanego przez te masy.

W ogélnym przypadku pole grawitacyjne opisywane jest rGwnaniem Poisso-
na, majacym postac

V¥ = —4sGd (6.1),

gdzie: ¥ — potencjal pola grawitacyjnego, G - stala grawitacji, d — gesto$¢ masy,
V?_ operator Laplace’a. Zwiazek potencjatu pola grawitacyjnego ¥ z natezeniem
tego pola g wyraza sie wzorem

g =—grad¥ (6.2).

Jezeli nie ma sity od$rodkowej, to przyspieszenie sily ciezkosci jest réwne na-
tezeniu pola grawitacyjnego i takie zalozenie wykorzystano w tej pracy. Operator
Laplace’a V* we wspélrzednych ortogonalnych (x, y, z) oraz sferycznych (1,1, ¢)
wyraza si¢ odpowiednio jednym ze wzoréw:

2 2 2
V2:82+82+62 (6.3),
ox~ oy~ oz

2
V?= 1o ( 0 j+ - 1 {i(sm¢ij+a—2} (6.4).

r*or' or) r’sing|dp op) OA
Zgodnie z tym, problem prosty w teorii pola polega na rozwigzaniu réwna-
nia rézniczkowego (6.1) i wyznaczeniu potencjatu ¥ dla zadanej funkcji gestosci
d(x, y, z), albo d(r, A, ). W tym celu nalezy uzy¢ operatoréw, wyrazajacych sie
wzorami (6.3) albo (6.4), a nastepnie obliczy¢ przyspieszenie sily cigzkosci g
jako gradient tego potencjalu z réwnania (6.2). Jezeli rozklad przestrzenny ge-
sto$ci mas ma charakter dyskretny — masy skupione m, (tzw. punkty materialne)
o wspdtrzednych (x Y z) albo (r 7L go) to w celu wyznaczenla potencjatu ¥

na zadanym i-tym stanowisku pomlarowyrn zamiast calkowania stosuje si¢ su-
mowanie
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/- GZ4 (6.5).

Symbol r, we wzorze (6.5) oznacza odleglo$¢ migdzy masa m, oraz i-tym sta-
nowiskiem pomiarowym. Obliczenie gradientu potencjatu ¥, oraz powtérzenie
tego postepowania dla wszystkich # stanowisk pomiarowych prowadzi do uktadu
réwnan (1.5) i nastepnie do wzoréw (1.24)—-(1.26), bedacych punktem wyjscia
tomografii grawitacyjnej.

Dla bardzo duzych mas, poréwnywalnych z masa Schwarzschilda, do
dokladnego opisu pola grawitacyjnego zamiast réwnania Poissona nalezaloby
stosowac rownanie Einsteina, majace postac

1 872G
R,uv _Eg,uVR_Agyv = C4 T,uv (6'6))

w ktérym: sz — tensor Ricciego, 8,, — tensor metryczny, R - promien krzywi-
zny czasoprzestrzeni, A — stala kosmologiczna, G - stala grawitacji, c — predkos¢
$wiatla w prézni, Tw — tensor energii-pedu [27]. Réwnanie (6.6) jest rwnaniem
tensorowym, réwnowaznym ukladowi wielu réwnan. Dlatego w tym przypadku
rozwazania sg bardzo skomplikowane. Mas poréwnywalnych z masa Schwarz-
schilda nie spotyka si¢ jednak w praktyce inzynierskiej. Stad tez ten przypadek
nie bedzie brany pod uwage w niniejszej pracy.

6.2. Uwarunkowania rozdzielczos$ci tomografii grawitacyjnej

Zostanie teraz przeanalizowane znaczenie, ktére dla rozdzielczoéci tomo-
grafii grawitacyjnej ma dokladno$¢ pomiaréw przyspieszenia sity ciezkosci,
niezbednych w tej procedurze. Niech dany bedzie sze$cian o boku a = 1 km,
wypelniony masa o typowej dla skal gestosci d = 5000 kg/m?*. Ponadto niech $ro-
dek tego sze$cianu znajduje si¢ w odleglosci » = 7000 km od punktu pomiaru
przyspieszenia sily ciezko$ci. Oszacowana zostanie warto$¢ przyczynku Ag
do tego przyspieszenia wytwarzanego przez wspomniany sze$cian. Poniewaz
spelniony jest warunek r >> g, to sze$cian moze by¢ traktowany jako masa punk-
towa, umieszczona w jego $rodku. Korzystajac z przyjetych oznaczen, mase m
tego sze$cianu wyraza si¢ wzorem

m=ad (6.7).
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Wartoé¢ przyczynku Ag do tego przyspieszenia, wytwarzanego przez sze-
$cian traktowany jako masa punktowa, oblicza si¢ ze wzoru

Gm
Ag =—2
r

(6.8),

w ktérym G oznacza stalg grawitacji (G = 6,6738-10"" (Nm?) /kg*) [22]. Po pod-
stawieniu wzoru (6.7) do (6.8) otrzymuje sie wzor
Ga’d
Ag = e (6.9).

Z kolei po podstawieniu do wzoréw (6.8) i (6.9) wczesniej przyjetych warto-
$ciuzyskuje sig: m=5.10"2kg =5.10°t (S miliardéw ton) oraz Ag=0,68-10"" m/s%
Obecnie najbardziej czule i dostepne komercyjnie sa grawimetry nadprzewod-
nikowe [47]. Ich czuloé¢ wynosi okolo 1 nG (G - gal jest jednostka uzywana
w grawimetrii, 1 G = 1 cm/s% 1 nG oznacza nanogal i réwna si¢ 10° G). Dla-
tego 1 nG = 10" m/s* Stad wniosek, ze zmiana przyspieszenia sity ciezkoci,
spowodowana przez rozwazany sze$cian o boku 1 km i masie S miliardéw ton
z odlegto$ci 7000 km jest obecnie nieco ponizej granicy czulosci tych instrumen-
tow. Wykrycie tej zmiany moze okaza¢ si¢ problematyczne i obarczone zbyt duza
niepewnoscia pomiarowa.

Wartoéci liczbowe dla tego przykladu zostaly dobrane nieprzypadkowo.
Pozwalaja one oceni¢ mozliwo$¢ wykrycia szesciennego obszaru o boku 1 km,
umieszczonego w $rodku Ziemi i rézniacego si¢ swoja gestoscia od gestosci oto-
czenia o 5000 kg/m?*. Wykrycie to odbywaloby sie z odlegtosci odpowiadajacej
promieniowi orbity sztucznego satelity, poruszajacego si¢ wokol Ziemi na wy-
sokosci ok. 660 km. Podsumowujac, ten przyklad pozwala oceni¢ wykonalno$¢
tomografii grawitacyjnej najglebszych warstw Ziemi z rozdzielczoscia 1 km przy
uzyciu obecnych mozliwosci technicznych — najczulszych grawimetréw i sztucz-
nych satelitéw Ziemi. Zgodnie ze wzorem (6.9), przyczynek do przyspieszenia
sity ciezko$ci Ag rosnie wprost proporcjonalnie do szescianu dlugosci boku
a elementu objetosci AV. Zwiekszenie tej dlugosci 5 razy i powtérzenie weze-
$niejszych obliczen daje wartos¢ Ag = 8,5-10"° m/s? ktdra jest o rzad wielkosci
wigksza od czulo$ci grawimetréw nadprzewodnikowych. Wynika stad, ze w tym
przypadku nie ma zasadniczych przeszkéd do wykonania tomografii grawitacyj-
nej z rozdzielczo$cig kilku kilometréw.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze zwigkszenie w kazdym kie-
runku rozdzielczosci rozkladu przestrzennego u-razy wymaga zmniejszenia
tyle samo razy rozmiaréw elementu objetosdci AV, (w kazdym klerunku) Liczba
elementow potrzebnych do wypelnienia obszaru 'V wzronie wtedy u® razy. Tyle
samo razy wzroénie liczba réwnan w ukladzie (1.5) iliczba skladnikéw w kazdym
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z tych réwnan. Konieczne bedzie réwniez wykonanie u* razy wigkszej liczby po-
miaréw jednej ze skladowych przyspieszenia sily ciezko$ci gi w 4 réznych punk-
tach i u° razy wiecej operacji rachunkowych. Oznacza to, ze wzrost rozdziel-
czo$ci tomografii grawitacyjnej u-razy wymaga przeznaczenia u’ razy wiecej czasu
na pomiary i u° razy wigcej czasu na obliczenia. Zeby zapewni¢ uzyskanie wyni-
kéw w akceptowalnym czasie, konieczne jest zastosowanie bardzo szybkich kom-
puteréw, tzw. klasteréw obliczeniowych lub superkomputeréw i szybkich grawi-
metréw o duzej mobilnosci, np. umieszczonych na sztucznych satelitach Ziemi.
Najszybszym komputerem dzialajacym obecnie (wrzesiert 2019 r.) w Polsce jest
Prometheus, zainstalowany w Akademickim Centrum Komputerowym Cyfro-
net w Akademii Gorniczo-Hutniczej w Krakowie. Jego praktyczna szybkos$¢ ob-
liczeniowa wynosi 1,67-10' PFlops/s (petaflopséw na sekunde), czyli operacji
zmienno-przecinkowych w jednej sekundzie [48]. W tym samym czasie najszyb-
szym komputerem na $wiecie jest ,Summit”, zainstalowany w Oak Ridge Natio-
nal Laboratory w USA, ktéry wykonuje praktycznie 1,48-10'” PFlops/s.

Dwa graniczne przypadki pozwola oceni¢ przydatno$¢ podanych mocy ob-
liczeniowych do praktycznej realizacji tomografii grawitacyjnej. W pierwszym
z nich przyjmuje sig, ze cala objetos¢ Ziemi w trzech kierunkach: radialnym azy-
mutalnym i biegunowym (przypadki analizowane w rozdziale czwartym) be-
dzie podzielona na elementy o rozmiarach rzedu 1 km. Wiadomo, iz Ziemia jest
w przyblizeniu kulg o promieniu 6370 km. Wéwczas fatwo obliczy¢ liczbe ele-
mentéw objetosci u = 10" To z kolei daje u* = 10%. Stad tez szacowany czas
obliczen na superkomputerze Summit wynositby 10% s. Czas ten jest ok. 1,4-10%
razy dluzszy niz czas istnienia Wszech$wiata (ok. 13,6 mld lat), co oczywiscie
wyklucza mozliwos¢ realizacji takiego przedsiewzigcia. Jako drugi przypadek
bedzie rozpatrzona tomografia grawitacyjna obiektu o kulisto-symetrycznym
rozkladzie masy i promieniu réwnym promieniowi Ziemi (6370 km), z rozdziel-
czoscia rébwna 1 km. Dokonany zostanie podzial obszaru na wspoélérodkowe sfe-
ry o jednakowej grubosci 1 km, analizowany w podrozdziale 3.1. Liczba takich
sfer u wynosi wtedy 6,37-10°. Zgodnie z ustaleniami dokonanymi w poprzednim
podrozdziale, otrzymuje si¢ u® = 2,58.10" oraz u® = 1,05-10". Stad wniosek, ze
na takie obliczenia z uzyciem superkomputera Prometheus bylaby potrzebna
1 godz. i 45 min. czasu maszynowego, a w przypadku wykorzystania superkom-
putera Summit 1 min. i 11 s. Wykonanie tomografii w tym drugim przypadku
nie przedstawia zadnego problemu. Ten przyklad potwierdza wniosek, ze kluczo-
wym czynnikiem, decydujacym o mozliwosci praktycznej realizacji tomografii
grawitacyjnej jest jej rozdzielczos¢, ktéra nie moze by¢ zbyt wysoka. Duza roz-
dzielczo$¢ jest z kolei pozadanym czynnikiem tej metody. Stad tez najwazniejsza
sprawa pozostaje optymalny wybodr rozdzielczosci.

Podsumowujac przeprowadzone rozwazania nalezy dostrzec dwie ba-
riery, ograniczajace rozwéj tomografii grawitacyjnej wysokiej rozdzielczo$ci
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dla obiektéw o duzych rozmiarach. Pierwsza z nich jest szybkos$¢ obliczen,
a druga czulo$¢ wspolczesnych grawimetréw. Istnieje jednak kompromisowe
rozwiazanie, ktore pozwoliloby zwiekszy¢ rozdzielczo$¢ tomografii grawitacyj-
nej, jednak przy ewentualnym zwigkszeniu niepewnosci wyznaczonych gestosci.
Rozwiazanie to polega na zastosowaniu metody interpolacji wartosci gesto-
$ci, d wyznaczonych przy uzyciu tomografii grawitacyjnej. Zgodnie z tym roz-
w1qzan1em, poczatkowo realizuje si¢ wyznaczanie gestodci d. przy uzyciu opi-
sanych procedur tomografii grawitacyjnej, ale dla zmnle)szone] rozdzielczodci,
czyli stosunkowo duzych elementéw objetosci. Nastepnie rozmiary liniowe kaz-
dego z tych elementéw dzieli sie na pewna liczbe czeéci, np. na trzy. Za pomoca
interpolacji (w najprostszym przypadku liniowej) na podstawie wyznaczonych
wezeéniej gestosci d. oblicza sig gestosci w srodku kazdego z elementéw uzyska-
nych w wyniku podziatlu. W koricowym efekcie otrzymuje si¢ wyniki zblizone
do tych, ktére mozna by uzyska¢, stosujac tomografie grawitacyjng o trzykrot-
nie wiekszej rozdzielczo$ci.

Takie postepowanie pozwala skrdci¢ czas obliczen, poniewaz interpolacja
wynikéw odbywa sie znacznie szybciej, niz bezposrednie obliczenia przy uzyciu
tomografii grawitacyjnej. W przypadku interpolacji potrzeby czas bedzie wprost
proporcjonalny do u?, a nie jak w przypadku bezposredniego zastosowania
tomografii do u°. Co prawda, ostateczny czas bedzie réwny sumie czasu potrzeb-
nego do realizacji tomografii grawitacyjnej o zmniejszonej rozdzielczosci i czasu
interpolacji, ale i tak bedzie to czas krétszy, niz w przypadku tomografii o do-
celowej rozdzielczosci. Dla przykladu, niech przy docelowej rozdzielczoséci bok
sze$ciennego obszaru zostanie podzielony na u, = 300 element6w, a przy roz-
dzielczosci z interpolacja tych elementéw bedzie poczatkowo u = 100. Wtedy
u’=2,4310" Zkoleiu >+uj’>=10"+2,710"~ 10" << 2,43 102, Redukgja cza-
su jest wiec oczywista. Dodatkowa oszczedno$é¢ czasu bylaby spowodowana réw-
niez ograniczeniem liczby pomiaréw przyspieszenia sily cigzkosci, wymaganych
przy wybranej poczatkowo mniejszej rozdzielczo$ci.






7. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Przedstawione w monografii wyniki badan pozwalaja sformulowaé podsu-

mowujace wnioski.

1.

Opracowanie ogodlnej procedury obliczeniowej tomografii grawitacyjnej
pozwala wyznacza¢ rozklad przestrzenny gestosci mas d. w danym obsza-
rze V. Podstawa tego wyznaczenia s pomiary przyspieszenia sily cigzkosci,
wykonane na zewnatrz obszaru V na stanowiskach B, o znanych wspotrzed-
nych. Wyniki tych pomiaréw sa podstawiane do uktadu réwnan liniowych
(1.5), ktory jest rozwigzywany w celu obliczenia gesto$ci mas d, w poszcze-
gblnych punktach rozkladu.

Opracowana procedura zostala dostosowana do ukladu wspélrzednych or-
togonalnych (x, y, z) oraz sferycznych (r, 4, ¢) i réznych wariantéw podziatu
obszaru V. Wyprowadzone zostaly wzory na wspoélczynniki kierunkowe k. "
kuy k._dla szczegdlnych przypadkéw, wystepujacych w wyodrebnionych wa-
riantach. Wspoélczynniki te wyrazaja si¢ koricowymi wzorami (2.10)—(2.12),
(3.13),(3.30), (4.27)-(4.29) i (4.42)-(4.44).

Wyprowadzone wzory sa punktem wyjscia do napisania programu kompute-
rowego wraz z interfejsem uzytkownika. Program taki pozwoli szybko i ma-
sowo wykonywa¢ obliczenia, a dzieki temu wdrozy¢ opracowane procedury
do praktyki geodezyjnej. Napisanie i uruchomienie takiego programu jest
zadaniem z zakresu informatyki i wykracza poza zalozony zakres tej pracy.
Istotnym parametrem, decydujacym o przydatnoéci tomografii grawita-
cyjnej jest jej rozdzielczo$é. Zwiekszenie rozdzielczoéci wiaze sie¢ jednak
z koniecznoscia wykonania bardzo szybko zwigkszajacej si¢ liczby pomia-
row n jednej ze skladowych przyspieszenia sily ciezko$ci. To z kolei powodu-
je wydluzeniem czasu potrzebnego do wykonania pomiaréw i obliczen. Dla
opracowanych procedur wzrost czasu pomiaru zachodzi proporcjonalnie
do n’, a czasu obliczen proporcjonalnie do n°.

Podzial rozpatrywanego obszaru V na odpowiednio duzg liczbe m elemen-
tow AV, (j=1,2, ...m, m >> 1) umozliwia otrzymanie wigkszej liczby prze-
krojow badanego obszaru oraz ich wyzsza rozdzielczos¢. W konsekwencji
uzyskuje si¢ bardziej szczegblowy rozklad gestosci mas zawartych w tym
obszarze, co stanowi gléwny cel badan. Zeby go osiagna¢, nalezy przepro-
wadzi¢ taka sama liczbe pomiaréw 7 jednej ze skladowych przyspieszenia
sity ciezkoscig, (i=1,2, ...n,n >> 1) tak, zeby uklad réwnar liniowych (1.5)
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mial dokladnie jedno rozwigzanie. Pomiary takie musza by¢ wykonane na n
réznych stanowiskach B, w otoczeniu lub na powierzchni badanego obsza-
ru V. W przypadku ukladu wspotrzednych ortogonalnych (x, y, z) korzyst-
ny jest podzial obszaru V na szescienne albo prostopadlo$cienne elementy
objetoséci AVj i rozmieszczenie stanowisk pomiarowych wedlug schematu:
liczba n*/® stanowisk, znajdujacych sig na n'/* warstw umieszczonych réwno-
legle nad plaszczyzna YOZ (rys. 2.3), na réznych wysokosciach. Takie rozwig-
zanie ulatwia wyprowadzanie wzoréw na elementy macierzy K (wzér 1.29).
Podzial badanego obszaru na duza liczbe elementéw AV pozwala zastosowa¢
przyblizenie, polegajace na przypisaniu kazdemu szesciennemu elementowi
$redniej gestodci d, oraz zastapieniu go przez mase punktows, umieszczong
w jego srodku.

Uzyskanie mozliwie dokladnej informacji na temat struktury wewnetrznej
kulistego obszaru V o sferyczno-symetrycznym rozkladzie masy réwniez
wymaga podzielenia go na mozliwie duzg liczbe m wspotsrodkowych sfer
(m>>1). Otrzymany rozklad przestrzenny gestosci masy w obszarze bedzie
charakteryzowal si¢ wtedy wyzsza rozdzielczoscia. Bedzie wowczas uzasad-
nione zastosowanie przyblizenia, polegajacego na zastapieniu wystepujacego
wtym obszarze rzeczywistego rozkladu gestosci masy przez srednia gestosc d,
przypisang do odleglosci r od érodka obszaru i réwng éredniemu promlemo-
wi j-tej sfery. Podzial badanego obszaru na duzg liczbe m wspotsrodkowych
sfer powoduje réwniez wzrost liczby réwnan liniowych w ukladzie (3.7).
Zapewnienie rozwigzywalnosci tego ukltadu wymaga wykonania pomiaréw
grawimetrycznych przyspieszenia sity cigzkosci g, rowniez na odpowiednio
duzej i takiej samej liczbie stanowisk (n = m). Najprostszy podzial badane-
go obszaru na wspotsrodkowe sfery o réwnej grubosci Ar powoduje, ze masy
zewnetrznych sfer szybko wzrastaja i daja coraz wigksze wklady do przyspie-
szenia sily ciezkosci. W sytuacjach, gdy potrzebne jest dokladniejsze zbada-
nie rozkladu gesto$ci mas w zewnetrznej czeéci badanego obszaru, lepszym
rozwigzaniem jest podzial na sfery o réwnej objetosci. Wtedy, ze wzgledu
na malejace grubosci sfer zewnetrznych, uzyskuje sie wyzsza zdolnos¢ roz-
dzielcza rozkladu gestosci w tej czesci obszaru.

W celu osiagniecia jak najwiekszej rozdzielczosci w akceptowalnym czasie,
konieczne jest zastosowanie szybkich i mobilnych grawimetréw o wyso-
kiej czuloéci oraz bardzo szybkich komputeréw. Stad tez wynika potrzeba
budowy grawimetréw nowego typu, o wiekszej czulosci, np. wykorzystuja-
cych interferencje promieni $wietlnych, kwantowo-mechaniczny efekt tu-
nelowy czy inne zjawiska atomowe [49-51]. Uzyskanie duzej mobilnosci
takich grawimetréw i automatyzacji pomiaréw z wielu stanowisk wymaga
wykorzystania sztucznych satelitow lub drondéw. W celu skrdcenia czasu ob-
liczen niezbedne jest zastosowanie komputeréw o bardzo duzej szybkosci,
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tzw. klastrow obliczeniowych, superkomputeréw lub intensywnie testowa-
nych obecnie komputeréw kwantowych. Czas obliczert mozna tez skrocié
przez optymalizacje algorytméw, np. zastosowanie metody Gaussa-Jorda-
na do wyznaczania macierzy odwrotnych podczas rozwigzywania ukltadow
réwnan liniowych.

Wozrastajaca liczba publikacji wskazuje na to, ze tomografia grawitacyjna
staje sie przedmiotem zainteresowania licznych badaczy [18-21]. Jest to
obiecujaca metoda o duzym potencjale zastosowan praktycznych, co zosta-
lo oméwione we wstepie do tej pracy. Metoda ta nadaje si¢ do zastosowana
w roznej skali. Przez to przyczyni sie do uzyskania nowych i uzytecznych in-
formacji o budowie i wlasciwosciach glteboko potozonych duzych obszaréw
Ziemi (np. jadra czy plaszcza wewnetrznego), badanych dotychczas tylko
metodami sejsmicznymi. Tomografia grawitacyjna jest tez przydatna do ba-
dania niewielkich obszaréw, lezacych blisko powierzchni Ziemi. Dzigki temu
umozliwia zdalne rozpoznawanie anomalii grawitacyjnych pochodzenia an-
tropogenicznego, np. spowodowanych przez wyrobiska gérnicze, budowle
podziemne, silosy rakiet balistycznych itp. Moze tez okaza¢ si¢ przydatna
do zdalnej aktualizacji i zageszczania istniejacych osnéw grawitacyjnych
w ramach nowych kampanii pomiarowych [52-54]. Stad wniosek, ze tomo-
grafia grawitacyjna przyczyni si¢ do zwigkszenia zakresu informacji o naszej
planecie i ulatwi rozwéj programu pod nazwg ,,Cyfrowa Ziemia” [S5].
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DETERMINISTYCZNE PROCEDURY OBLICZENIOWE
TOMOGRAFII GRAWITACYJNEJ WE WSPOLRZEDNYCH
ORTOGONALNYCHISFERYCZNYCH

(Streszczenie)

Tomografia grawitacyjna polega na wyznaczeniu rozkladu przestrzenne-
go gesto$ci mas w pewnym obszarze. W tym celu wykorzystuje sie¢ pomierzone
wartosci przyspieszenia sily cigzkosci na stanowiskach, znajdujacych sie na ze-
wnatrz tego obszaru. Rozklad przestrzenny gestosci jest przedstawiany graficznie
za pomocy obrazdw, stanowiacych przekroje obszaru wybranymi plaszczyznami.
Uzyskane wyniki maja liczne zastosowania naukowe i techniczne. Praca dotyczy
procedur, umozliwiajacych obliczenie gestosci i w ten sposéb wyznaczenie wspo-
mnianego rozktadu. W tym celu obszar, zawierajacy masy, podzielono na regu-
larne elementy o malej, ale skoriczonej objetosci, tzw. elementy skoriczone. Te
elementy sa uporzadkowane w §cisle okreslony sposéb i stad nazwa procedury
deterministyczne. Kazdemu elementowi objetoéci przypisano mase punktows,
umieszczong w jego $rodku. Masa ta réwna sie iloczynowi gestosci oraz objeto-
$ci tego elementu i daje przyczynek do przyspieszenia sily ciezkosci. Sformuto-
wano uklad réwnan liniowych, w ktérym wystepuja zaleznosci migdzy sumami
tych przyczynkéw i pomierzonymi przyspieszeniami sily ciezkosci. Podano tez
procedure rozwigzania tego uktadu przy uzyciu rachunku macierzowego. Wy-
prowadzono wzory na wspélczynniki wystepujace w ukladzie réwnan liniowych.
Wspdlczynniki te wiaza masy z przyczynkami do przyspieszenia sily ciezko-
$ci oraz wspolrzednymi stanowisk pomiarowych i srodkéw elementéw objetosci
w wybranym ukladzie odniesienia. Opisana procedura zostala zaadaptowane
do uktadu wspélrzednych ortogonalnych i sferycznych. Zastosowano podziaty
obszaréw na prostopadloéciany, sze$ciany, wspétsrodkowe sfery i segmenty. We
wspolrzednych sferycznych uwzgledniono sferyczno-symetryczny i dowolny
rozklad masy wewnatrz obszaréw. Wyprowadzono tez wzory do obliczania nie-
pewnosci wyznaczonych gestosci. Przedyskutowano uwarunkowania rozdziel-
czosci tomografii grawitacyjnej i zwiazek tej metody z problemem odwrotnym
teorii pola.

Stowa kluczowe: tomografia, grawitacja, rozklad przestrzenny, gestos¢, objetos¢,
element skonficzony, przyspieszenie, sila, pomiar, obliczenia, deterministyczny,
réwnania liniowe, uklad odniesienia.






THE DETERMINISTIC COMPUTATIONAL
PROCEDURES OF GRAVITATIONAL
TOMOGRAPHY IN THE ORTHOGONAL
AND SPHERICAL COORDINATE SYSTEMS
(Abstract)

Gravitational tomography is an estimation method of the spatial distribution
of mass density within the given region. For this purpose, the measured values of
the gravitational acceleration on the test stands placed outside of the region are
used. The spatial distribution of mass density is graphically depicted with images
posing the sections of the region. Obtained results have numerous scientific and
technical applications. This paper concerns procedures allowing calculation of
mass density and henceforth determination of its aforementioned spatial distri-
bution. For this reason, the region containing masses is divided into regular ele-
ments of small finite volume i.e. finite elements. Those elements are arranged in
an orderly manner, and hence the name deterministic procedures. A mass point
is attributed to and centered at each volume element. Its mass is equal to the pro-
duct of mass density and volume of the element, and it contributes to the gravita-
tional acceleration. The system of linear equations is formulated, in which there
are relations between sums of those contributions and measured gravitational ac-
celerations. Moreover, the procedure of solving this system is provided using ma-
trix calculus. The formulas for coefficients appearing in this system are derived.
Those coefficients relate masses to contributions to the gravitational acceleration
and coordinates of measurement points and centers of volume elements in the
chosen reference frame. The described procedure is adapted to the orthogonal
and spherical coordinate systems. The divisions of regions into cuboids, cubes,
concentric spheres and segments are used. In the spherical coordinate system,
both spherically-symmetrical and arbitrary mass distribution within the regions
are considered. Formulas for errors of the estimated densities also are derived.
Conditionalities on the gravitational tomography resolution, and relation be-
tween this method and the inverse problem of the field theory are discussed.

Key words: tomography, gravitation, spatial distribution, mass density, volume,
finite element, acceleration, force, measurement, computations, deterministic,
linear equations, reference frame.
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