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WPROWADZENIE – CEL I ZAKRES PRACY

Słowo tomografia pochodzi z języka greckiego. Zostało utworzone przez po-
łączenie dwóch słów: thomos i grapho, oznaczających odpowiednio: cięcie i obraz. 
Zgodnie z tym, tomografia oznacza metodę otrzymywania obrazów wewnętrz-
nej struktury badanego obiektu na  wybranych płaszczyznach, przecinających 
ten obiekt.  Otrzymywanie tych obrazów odbywa  się bez naruszenia struktury 
badanego obiektu. Niezbędne do tego celu dane uzyskuje się w wyniku pomia
rów wykonanych na zewnątrz obiektu z ewentualnym oddziaływaniem na nie-
go dodatkowymi czynnikami fizycznymi, np. falami elektromagnetycznymi lub 
dźwiękowymi. Współcześnie tomografia kojarzona jest najczęściej z medycyną, 
a  dokładniej tzw. medyczną  diagnostyką obrazową, która polega na  otrzymy
waniu przekrojowych obrazów wybranych części organizmu. Obrazy te uzysku-
je się w sposób mało inwazyjny, najczęściej przy użyciu prześwietlania promienia
mi rentgenowskimi, emitowanymi z  poruszającej  się lampy albo na  podstawie 
rezonansu magnetycznego [1].

Tomografia jako metoda badawcza ma jednak znacznie szersze zastosowa
nie, także w  naukach o  Ziemi [2, 3]. W  geofizyce, geologii i  geodezji bardzo 
ważna jest informacja na temat rozkładu przestrzennego gęstości mas wewnątrz 
Ziemi. Dla geofizyki ta informacja jest podstawą do zrozumienia zjawisk zacho-
dzących wewnątrz naszej planety [4–6]. W geologii pozwala m.in. na wykrywa-
nie użytecznych surowców kopalnych. Z kolei w geodezji umożliwia wyznaczenie 
wartości i kierunku odchylenia od pionu przyspieszenia siły ciężkości w określo-
nym miejscu na Ziemi, a przez to zbudowanie modelu jej powierzchni (geoidy) 
i  zakładanie osnów grawimetrycznych [7–10]. Pozwala to osiągnąć niezbęd-
ną dokładność niemal wszystkich pomiarów wykonywanych przez geodetów 
[11, 12]. Specjaliści zajmujący się tzw. geodezją wyższą dokonują pomiarów ano-
malii grawitacyjnych, m.in. pochodzenia antropogenicznego, np. od nieczynnych 
chodników kopalń, tuneli, schronów [13–15]. Wyniki tych pomiarów znajdu-
ją wiele zastosowań, również do  celów militarnych [16]. Tak więc, tomografia 
grawitacyjna staje  się użyteczna w  każdej ze  wspomnianych dziedzin nauki. 
Dlatego obecnie ta metoda stanowi przedmiot zainteresowania licznych badaczy 
[17–21].

Oddziaływanie grawitacyjne jest najbardziej powszechnym i  najsłabszym 
spośród czterech znanych w przyrodzie oddziaływań fundamentalnych, do któ-
rych należą jeszcze oddziaływanie elektromagnetyczne oraz  dwa oddziały
wania jądrowe – silne i słabe. Jego powszechność polega na tym, że każde dwa 
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ciała mające masę oddziałują ze sobą grawitacyjnie, niezależnie od innych oddzia-
ływań zachodzących między nimi (np. magnetycznego czy jądrowego). Słabość 
oddziaływania przejawia się bardzo małą wartością siły przyciągania grawitacyj-
nego między obiektami znajdujących  się w  najbliższym otoczeniu człowieka. 
Powodem jest mała  wartość stałej grawitacji G = 6,6738∙10-11 (Nm2)/kg2, wy-
stępującej we wzorze na siłę tego oddziaływania [22]. Ten fakt ma istotne kon-
sekwencje  praktyczne. Pomiary siły grawitacji z  dużą dokładnością sprawiają 
liczne trudności [23–24]. Wymagają użycia precyzyjnych i czułych instrumen-
tów pomiarowych – grawimetrów – oraz zapewnienia odpowiednich warunków, 
m.in. starannej eliminacji drgań [25]. Oddziaływanie grawitacyjne charakteryzu-
je się również tym, że nie można go ekranować (osłonić przed nim innych obiek-
tów), jak przed oddziaływaniem elektromagnetycznym. Jest tak dlatego, że nie 
istnieje ani oddziaływanie antygrawitacyjne, ani ujemna masa. Dlatego oddzia-
ływanie grawitacyjne pozwala uzyskać informację o występowaniu każdej masy.

Głównym celem tej monografii jest przedstawienie opracowanych przez 
autora deterministycznych procedur obliczeniowych tomografii grawitacyjnej. 
W  tych procedurach wykorzystuje  się wyniki pomiarów grawimetrycznych 
przyspieszenia siły ciężkości wykonane na zewnątrz badanych obszarów, zawie-
rających masy. Siła grawitacji działając na ciało swobodne powoduje jego przy-
spieszenie, nazywane przyspieszeniem grawitacyjnym i  równe natężeniu  pola 
grawitacyjnego. W  przypadku Ziemi, która wykonuje ruch obrotowy, na  ciało 
działa jeszcze siła odśrodkowa. Wypadkowa tych sił jest nazywana siłą ciężkości, 
a  powodowane przez nią przyspieszenie –  przyspieszeniem siły ciężkości. To 
określenie, jako bardziej ogólne  i  powszechnie przyjęte w  grawimetrii, będzie 
konsekwentnie używane w  tej pracy. Wspomniane procedury obliczenio-
we wykorzystują ściśle zdefiniowane podziały rozpatrywanych obszarów na regu-
larne i uporządkowane elementy geometryczne ich objętości. Dlatego procedury 
te są nazywane deterministycznymi (w odróżnieniu od możliwych do zastoso
wania procedur stochastycznych), w których wykorzystuje się losowanie elemen-
tu, np. często stosowanej metody Monte Carlo.

Otrzymane w pracy wyniki są przeznaczone do praktycznego zastosowania 
podczas wyznaczania rozkładu przestrzennego gęstości masy wewnątrz obszarów 
o dowolnej wielkości – mogą to być zarówno złoża surowców mineralnych, jak 
też obiekty astronomiczne, np. planety, planetoidy, komety. Wzory wyprowa-
dzone w opracowanych procedurach są również przeznaczone do napisania pro-
gramów komputerowych, służących wykonywaniu obliczeń w celu wyznaczanie 
rozkładów gęstości. W ten sposób uzyskane w pracy wyniki mogą być wdrożo-
ne do praktyki geodezyjnej.

Praca składa  się z  siedmiu rozdziałów, poprzedzonych wstępem: w  pierw-
szym przedstawiono ogólną procedurę obliczeniową tomografii grawitacyj-
nej, w  drugim dostosowano tę procedurę do  współrzędnych ortogonalnych, 
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a  w  trzecim i  czwartym –  do  współrzędnych sferycznych (w  rozdziale trze-
cim wzięto pod uwagę kulisto‑symetryczny rozkład masy, natomiast w czwartym 
–  rozkład dowolny). Rozdział piąty dotyczy dokładności procedur opisanych 
wcześniej. W kolejnym, szóstym, rozpatrzono związek tomografii grawitacyjnej 
z problemem odwrotnym teorii pola oraz czynniki decydujące o rozdzielczości 
tomografii grawitacyjnej. W ostatnim, siódmym rozdziale, przeprowadzono dys-
kusję i  podsumowanie otrzymanych  wyników. Na  końcu pracy zamieszczono 
spis literatury, podany w kolejności jej cytowania oraz w kolejności alfabetycznej, 
a także streszczenia w języku polskim i angielskim.

Ogólna procedura obliczeniowa tomografii grawitacyjnej, omówiona w roz-
dziale pierwszym, była opublikowana przez autora tej pracy jako artykuł [20]. 
Stała się też tematem dwóch referatów. Pierwszy z nich został wygłoszony pod-
czas XXIII Ogólnopolskiej Konferencji Fotointerpretacji i Teledetekcji w Łodzi 
25 września 2018 r. [26], a drugi był przedstawiony w ramach IX Letniej Szko-
ły Polskiego Oddziału European Association for Astronomy Education w Orlu, 
2 lipca 2019 r. Procedura obliczeniowa dostosowana do współrzędnych sferycz-
nych i  kulisto‑symetrycznego rozkładu masy, zawarta w  rozdziale trzecim, jest 
przedmiotem artykułu zaakceptowanego do druku w „Bulletin de la Société des 
Sciences et des Lettres de Łódź, Série: Recherches sur les Déformations”. Roz-
działy pierwszy i  trzeci nie są jednak kopiami tych publikacji, ale stanowią ich 
rozwinięcie w zmienionej formie.





1.  OGÓLNA PROCEDURA OBLICZENIOWA 
TOMOGRAFII GRAWITACYJNEJ

1.1.  Wyprowadzenie podstawowego układu równań

Niech dany będzie obszar przestrzeni o objętość V, w którym rozmieszczona 
jest masa, rys. 1.1.

Rys. 1.1. Przyspieszenia siły ciężkości wytwarzane przez rozkład przestrzenny mas; 
i  – indeks stanowiska pomiarowego (i  = 1, 2, … n), j –  indeks elementu objętości 
(j = 1, 2, … m), V – objętość obszaru wypełnionego masą, B1, Bi, Bn – stanowiska po-
miarowe, ΔV1, ΔVj, ΔVm – elementy objętości, ri1, rij, rim – odległości między środkami 
elementów objętości i stanowiskami pomiarowymi, g1, gi, gn – przyspieszenia siły cięż-
kości na stanowiskach pomiarowych, Δgi1, Δgij, Δgim – przyczynki do przyspieszenia gi 
od mas zawartych w elementach objętości odpowiednio ΔV1, ΔVj, ΔVm na stanowisku 

pomiarowym Bi
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Rozkład przestrzenny tej masy niech będzie ciągły i  statyczny. Całkowita 
masa zawarta w rozpatrywanej objętości zostanie oznaczona przez m. Celem po-
stępowania jest wyznaczenie rozkładu przestrzennego masy wewnątrz objętości 
V na podstawie pomierzonych wartości przyspieszenia siły ciężkości gi (i = 1, 2, 
… n) w punktach Bi, znajdujących się na zewnątrz lub na powierzchni ogranicza-
jącej ten obszar. Wyznaczenie to będzie polegało na obliczeniu średniej gęstości 
tej masy dj (j = 1, 2, … m), przypisanej do środka każdego elementu objętości ΔVj 
(na takie części zostanie podzielona objętość V). Niech elementy ΔVj spełniają 
warunek

	
=

=
m

j
j VV

1
	 (1.1).

Ponadto zachodzą związki

	
=

=
m

j
j mm

1
	 (1.2),

	 jjj dVm = 	 (1.3).

We wzorze (1.3) Δmj oznacza masę zawartą wewnątrz elementu objętości ΔVj. 
Ponieważ oczekiwana jest możliwie największa rozdzielczość tej procedury, to 
środki elementów ΔVj powinny znajdować się w możliwie małych odległościach 
oraz powinny być spełnione warunki m, n >> 1. Procedura ta zakłada bowiem, 
że rzeczywisty rozkład gęstości wewnątrz elementu ΔVj zostaje zastąpiony przez 
stałą, uśrednioną gęstość dj, przypisaną środkowi elementu ΔVj. W dalszych ob-
liczeniach te uśrednione rozkłady będą traktowane jako punkty materialne o ma-
sie Δmj, znajdujące się w środku elementów ΔVj. Ponadto, dla jednoznaczności 
rozwiązania powinien być też spełniony warunek m = n. Zakładając, że we wszyst-
kich problemach inżynierskich masy Δmj << Ms (Ms – masa Schwarzschilda), to 
zakrzywienie przestrzeni spowodowane przez te masy, które przewiduje ogólna 
teoria względności, jest pomijalnie małe [27, 28]. Wtedy można stosować zasadę 
superpozycji, zgodnie, z którą

	 imijiii ggggg +++++= ......21 	 (1.4),

gdzie Δgim oznaczają przyczynki do przyspieszenia siły ciężkości gi wytwarzane 
przez masy mj. Analogiczne równanie zapisuje się dla każdego punktu pomiaru 
i otrzymuje układ
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Korzystając z symbolu sumy, równania (1.4) i (1.5) można zapisać w postaci 
ogólnej
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1
gg 	 (1.6),
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	 (1.7).

Przyczynki Δgij do przyspieszenia siły ciężkości gi są wprost proporcjonalne 
do średnich gęstości mas dj, zawartych w elementach objętości ΔVj. Stąd równa-
nie

	 jijij dkg = 	 (1.8),

w  którym kij jest wektorowym współczynnikiem proporcjonalności. Używa-
jąc wersorów: wx, wy, wz (wektorów jednostkowych osi 0X, 0Y, 0Z ortogonalnego 
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układu współrzędnych), równanie (1.8) oraz Δgij można zapisać wprowadzając 
wielkości skalarne

	 zjijzyjijyxjijxij dkdkdk wwwg ++= 	 (1.9),

	 ijzijyijxij gggg ++= 	 (1.10),

gdzie Δgijx, Δgijy, Δgijz są wartościami składowych przyczynków Δgij wzdłuż od-
powiednich osi układu 0XYZ, zaś kijx, kijy, kijz –  współczynnikami skalarnymi. 
Także współczynnik kij i przyspieszenie siły ciężkości gi można zapisać używając 
wersorów wx, wy, wz w postaci

	 zjijzyjijyxjijxij dkdkdk wwwk ++= 	 (1.11),

	 zizyiyxixi ggg wwwg ++= 	 (1.12),

gdzie gix, giy, giz są wartościami odpowiednich składowych przyspieszenia gi. 
Wprowadzając kosinusy kierunkowe (kosinusy kątów, które tworzy wektor Δgi 
z odpowiednimi osiami układu współrzędnych, rys. 1.2) otrzymuje się

	 ijxijijx gg cos= 	 (1.13),

	 ijyijijy gg cos= 	 (1.14),

	 ijzijijz gg cos= 	 (1.15).
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Rys. 1.2. Składowe przyczynku przyspieszenia siły ciężkości wytwarzane przez masę 
zawartą w elemencie objętości; ΔVj – element objętości, Ai – środek elementu objęto-
ści  ΔVj, Bi –  stanowisko pomiarowe, Δgij  –  przyczynek do  przyspieszenia, Δgijx, Δgijy, 
Δgijz – składowe przyczynku do przyspieszenia, rij – odległość między środkiem elemen-
tu objętości Ai i  stanowiskiem pomiarowym Bi, αijx, αijy, αijz –  kąty między kierunkiem 

przyczynku do przyspieszenia i osiami układu współrzędnych

Zgodnie z prawem powszechnej grawitacji Newtona można zapisać wzór

	 2

G

ij

jj
ij r

dV
g = 	 (1.16),

w którym rij oznacza odległości między punktami Bi pomiaru przyspieszenia gi 
a środkami Aj elementów objętości ΔVj, natomiast G = 6,6738∙10-11 (Nm2)/kg2 
jest stałą grawitacji [22, 29]. Odległość  rij można wyrazić przez współrzędne 
wspomnianych punktów wzorem

	 222 )()()( jijijiij zzyyxxr ++= 	 (1.17).
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Na podstawie równań (1.8) i (1.13)–(1.15), współczynniki skalarne kijx, kijy, 
kijz też można wyrazić przez kosinusy kierunkowe następującymi wzorami:

	 ijxijijx kk cos= 	 (1.18),

	 ijyijijy kk cos= 	 (1.19),

	 ijzijijz kk cos= 	 (1.20).

Korzystając z wcześniej używanych współrzędnych i wzoru (1.17) dla kosi-
nusów kierunkowych otrzymuje się wzory

	
222 )()()(

cos
jijiji

ji
ijx

zzyyxx

xx

++
= 	 (1.21),

	
222 )()()(

cos
jijiji

ji
ijy

zzyyxx

yy

++
= 	 (1.22),

	
222 )()()(

cos
jijiji

ji
ijz

zzyyxx

zz

++
= 	 (1.23).

Po  podstawieniu wzorów (1.21)–(1.23) do  wzorów (1.18)–(1.20) 
i uwzględnieniu wzoru (1.8), końcowe wzory na współczynniki skalarne kijx, kijy, 
kijz mają postać

	 ( )3222 )()()(

)(G

jijiji

jij
ijx

zzyyxx

xxV
k

++
= 	 (1.24),

	 ( )3222 )()()(

)(G

jijiji

jij
ijy

zzyyxx

yyV
k

++
= 	 (1.25),
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zzV
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++
= 	 (1.26).

Wprowadzając współczynniki kij układ równań (1.8) zapisuje się następująco
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	 (1.27).

1.2.  Rozwiązanie ogólne podstawowego układu równań

Układ (1.27) jest liniowy względem di, dlatego można go zapisać w postaci 
macierzowej [30]

	 GKD = 	 (1.28),

gdzie macierze K, D, G mają następującą postać:
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1.  Ogólna procedura obliczeniowa tomografii grawitacyjnej18

	 =

m

j

d

d

d
d

...

...
2

1

D 	 (1.30),
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	 (1.31).

Jeżeli wyznacznik główny tego układu detK spełnia warunek

	 0det K 	 (1.32),

to wówczas układ ma dokładnie jedno rozwiązanie. Układ (1.28) zawiera współ-
czynniki wektorowe kij i wektory przyspieszenia siły ciężkości gi. W celu wyzna-
czenia wektora należy obliczyć wartości jego składowych. Na podstawie wzorów 
(1.11) i (1.12) układ równań (1.27) jest równoważny trzem układom równań, 
zawierającym wielkości skalarne. Układy te mają następującą postać:
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Układy równań skalarnych (1.33)–(1.35) można zapisać w postaci macie-
rzowej

	 xx GDK = 	 (1.36),

	 yy GDK = 	 (1.37),

	 zz GDK = 	 (1.38).

Występujące w równaniach (1.34)–(1.35) macierze są następujące:
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Wyodrębnienie trzech układów równań dla  poszczególnych składowych 
siły ciężkości ze współczynnikami skalarnymi (1.36)–(1.38) z równania (1.28) 
z wektorowymi współczynnikami kierunkowymi stało się możliwe dzięki wyko-
rzystaniu prawa rozdzielności mnożenia względem dodawania i rozkładowi wek-
torów na składowe oraz zastosowaniu definicji równości wektorów. Zgodnie z tą 
definicją wektory są równe, jeżeli ich odpowiednie składowe też są równe. 

Jeżeli spełnione są następujące warunki

	 0det xK 	 (1.46),

	 0det yK 	 (1.47),

	 0det zK 	 (1.48),

to każdy z układów danych wzorami (1.36)–(1.38) ma dokładnie jedno rozwią-
zanie. Rozwiązania te w notacji macierzowej wyrażają się odpowiednio następu-
jącymi wzorami:

	 x
Ts

x
x

GK
K

D )(
det

1
= 	 (1.49),

	 y
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y
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D )(
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1
= 	 (1.50),

	 z
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z
z
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D )(
det

1
= 	 (1.51),
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w których

	 Ts
x )(K 	 (1.52),

	 Ts
y )(K 	 (1.53),

	 Ts
z )(K 	 (1.54)

oznaczają macierze transponowane macierzy dopełnień, utworzone po  odpo-
wiednich przekształceniach macierzy Kx, Ky, Kz, wyrażonych równaniami (1.39), 
(1.42) i (1.44).

Z  wyprowadzonych wzorów (1.49)–(1.51) wynika, że w  celu wyznacze-
nia średnich gęstości dj w  wydzielonych elementach objętości ΔVj wystarczy 
pomierzyć wybraną składową przyspieszenia siły ciężkości gx, albo gy, albo gz 
we wszystkich dowolnie wybranych n punktach (stanowiskach pomiarowych). 
Ponadto, niezbędne są również wartości współczynników kijx, albo kijy, albo kijz, 
odpowiadające jednej ze  zmierzonych składowych przyspieszenia siły cięż
kości. Współczynniki te można obliczyć na podstawie współrzędnych (xj, yj, zj) 
środków  Aj elementów objętości ΔVj oraz  współrzędnych (xi, yi, zi) stanowisk 
pomiarowych Bi. Zależą  one również od  sposobu podziału badanego obszaru 
i  rozmieszczenia tych stanowisk w  przyjętym układzie współrzędnych. Wybór 
układu współrzędnych uwarunkowany jest z  kolei potrzebą uproszczenia obli-
czeń dla badanego obszaru. W przypadku np. anomalii grawitacyjnej, spowodo-
wanej przez złoże węgla brunatnego w kształcie zbliżonym do prostopadłościa-
nu, korzystne będzie przyjęcie układu współrzędnych ortogonalnych, a dla całej 
Ziemi lub planetoidy w kształcie zbliżonym do kuli – układu współrzędnych sfe-
rycznych. W następnych rozdziałach zostaną wyprowadzone wzory na te współ-
czynniki kijx, kijy, kijz dla  układu współrzędnych ortogonalnych i  współrzędnych 
sferycznych.



2.  PROCEDURA DLA WSPÓŁRZĘDNYCH 
ORTOGONALNYCH

2.1.  Podział obszaru na prostopadłościany

Rozpatrzony będzie prostopadłościenny obszar o  objętości V, wypełniony 
masą, której rozkład przestrzenny gęstości ma być wyznaczony (rys. 2.1). 

Rys. 2.1. Podział obszaru V na elementy prostopadłościenne; a, b, c – wymiary obsza-
ru, Δa, Δb, Δc – wymiary elementu ΔVj, Ai – środek elementu objętości ΔVj, Bi – sta-
nowisko pomiarowe, Δgij – przyczynek do przyspieszenia, Δgijx, Δgijy, Δgijz – składowe 
przyczynku do  przyspieszenia, rij –  odległość między środkiem elementu objętości  
i stanowiskiem pomiarowym, αijx, αijy, αijz – kąty między kierunkiem przyczynku do przy-
spieszenia i osiami układu współrzędnych, wx, wy, wz – wersory (wektory jednostkowe 

osi układu współrzędnych)
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Obszar ten zostanie podzielony na prostopadłościenne elementy o równych 
objętościach ΔVj. Oznacza to, że krawędzie a, b, c tego obszaru podzielono od-
powiednio na p, q. s jednakowych odcinków o długościach Δa, Δb, Δc, będących 
krawędziami elementu objętości ΔVj. Niech k = 1, 2, … p, l = 1, 2, … q, o = 1, 2, 
…  s będą indeksami tych odcinków, odpowiednio wzdłuż osi ortogonalnego 
układu współrzędnych 0XYZ, którego osie 0X, 0Y, 0Z są skierowane równolegle 
do krawędzi, odpowiednio: a, b, c obszaru V. Dla uzyskania zadowalająco wyso-
kiej rozdzielczości powinny być spełnione warunki p, q, s >> 1. Zgodnie z przyję-
tymi założeniami można napisać równania:

	 pqsm = 	 (2.1),

	
p
aa = 	 (2.2),

	
q
bb = 	 (2.3),

	
s
cc = 	 (2.4),

	 cbaV j = 	 (2.5),

	
m
VVj = 	 (2.6).

Współrzędne (xj, yj, zj) środka elementu objętości ΔVj wyrażają się wzorami:

	
p
akx j = 2

1
	 (2.7),

	
q
bly j = 2

1
	 (2.8),

	
s
coz j = 2

1
	 (2.9).
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Niech współrzędnymi i‑tego stanowiska pomiarowego Bi będą (xj, yj, zj), 
wtedy po zastosowaniu wzorów (1.24)–(1.26) otrzymuje się następujące wzory 
na współczynniki kijx, kijy, kijz:
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Indeks j dowolnego elementu objętości ΔVj, znajdującego się wewnątrz ob-
szaru V, związany jest z wcześniej wprowadzonymi indeksami k, l, p, q, o zależno-
ścią

	 klpopqj ++= )1()1( 	 (2.13).

Pierwszy składnik we wzorze (2.13) oznacza liczbę elementów objętości ΔVj 
umieszczonych w (o –1) pełnych warstwach, poprzedzających warstwę zawiera-
jącą rozpatrywany element o indeksie j (rys. 2.2).
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Rys. 2.2. Schemat indeksowania elementów objętości ΔVj w obszarze V przy obliczaniu 
współczynników kijx, kiy, kijz; k, l, o – indeksy sześciennych elementów objętości liczone 

wzdłuż osi odpowiednio: 0X, 0Y, 0Z (k = 1, 2, … p, l = 1, 2, … q, o = 1, 2, … s)

Drugi składnik w tym wzorze oznacza liczbę elementów objętości znajdują-
cych się w (l – 1) kolumnach poprzedzających kolumnę, zawierającą rozpatry-
wany element objętości ΔVj. Z kolei trzeci składnik we wzorze (2.13) to liczba 
elementów będących w kolumnie zawiewającej rozpatrywany element objętości 
ΔVj. Ponieważ w tym rozdziale wprowadzono dodatkowe indeksy k, l, o, to moż-
na powiedzieć, że indeks j = 1, 2, … m, spełnia w tym przypadku rolę „numeru 
kolejnego” elementu objętości ΔVj, natomiast indeks i  = 1, 2, … n, jest  
„numerem kolejnym” stanowiska pomiarowego Bi. Dla uproszczenia zapisu 
indeksy k, l, o nie były wprowadzone wcześniej explicite w oznaczeniach współ-
czynników kijx, kijy, kijz.

2.2.  Przykład podziału obszaru na sześciany

Ilustrację tej procedury stanowi bardziej szczegółowy przykład obszaru V 
w kształcie sześcianu, którego każda krawędź a zostanie podzielona na dwie rów-
ne części o długości a (rys. 2.3). 
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Rys. 2.3. Przykład podziału obszaru V na  sześcienne elementy objętości; a  – bok sze-
ścianu, d1–d8 – gęstości masy w elementach objętości, B1–B8 – stanowiska pomiarowe, 
g1–g8 – przyspieszenia siły ciężkości, h1, h2 – odległości stanowisk pomiarowych od górnej 
granicy obszaru, wx, wy, wz – wersory (wektory jednostkowe osi układu współrzędnych)

Stąd też: p = q = s = 2, k = 1, 2, l = 1, 2, o = 1, 2, m = pqs = 8, Δa = a/2, 
ΔVj = (Δa)3 = V/8 = const. Stanowiska pomiarowe będą rozmieszczone w re-
gularny sposób w  punktach Bi, znajdujących  się nad środkami Aj elementów 
objętości sześcianu ΔVj na  dwóch wysokościach h1 i  h2 nad górną powierzch-
nią tego sześcianu. W  rozpatrywanym przypadku zostanie zastosowany wcze-
śniej wyprowadzony wzór (2.10), a w rezultacie będą podane w postaci szczegó
łowej wzory na  współczynniki kijx dla  wszystkich stanowisk pomiarowych 
znajdujących  się na  jednej z  wysokości h1. Zgodnie z  przyjętymi założeniami, 
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na podstawie wzorów (2.7)–(2.9) dla współrzędnych (xj, yj, zj) środka elementu 
objętości ΔVj otrzymuje się zależności

	
22

1 akx j = 	 (2.14),

	
22

1 aly j = 	 (2.15),

	
22

1 aoz j = 	 (2.16).

Korzystając z zależności (2.14)–(2.16) i wzoru (2.10) oraz oznaczeń poda-
nych na rys. 2.4 wyprowadzono następujące wzory na współczynniki kijx:
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Rys. 2.4. Schemat obliczania składowych przyczynku do przyspieszenia siły ciężkości po-
chodzących od elementu objętości ΔVj; Δgij – przyczynek do przyspieszenia, Δgijx, Δgijy, 
Δgijz – składowe przyczynku do przyspieszenia, a – bok sześcianu, rij – odległość mię-
dzy środkiem elementu objętości i  stanowiskiem pomiarowym, αijx, αijy, αijz  –  kąty  
między kierunkiem przyczynku do  przyspieszenia i  osiami układu  współrzędnych, 
wx, wy, wz – wersory (wektory jednostkowe osi układu współrzędnych), B1 – stanowisko 
pomiarowe, i – indeks stanowiska pomiarowego (i =  , 2, … n), j – indeks sześcienne-
go elementu objętości (j = 1, 2, … m), l, ł, o – indeksy sześciennych elementów objętości 

liczone wzdłuż osi odpowiednio: 0X, 0Y, 0Z
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Ze względu na symetrię niektóre współczynniki wyrażają się identycznymi 
wzorami, np. k15x = k13x, k16x = k14x. Wzory na współczynniki dla stanowisk pomia-
rowych Bi, znajdujących się na drugiej z wysokości h2, otrzymuje się przez konty-
nuację indeksacji po i oraz zastąpienie we wzorach (2.17)–(2.48) wysokości h1 
przez wysokość h2. Otrzymane w wyniku tego wzory są następujące:
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Zgodnie ze  wzorem (1.33) układ równań, do  którego należy podstawić 
współczynniki wyrażone wzorami (2.17)–(2.80) sprowadza się wtedy do postaci
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W  analogiczny sposób otrzymuje  się wzory na  współczynniki kijy oraz  kijz. 
W tym celu należy zastosować wzory (2.11) i (2.12) i zastąpić (xi – xj) w liczni-
ku wzorów (2.17)–(2.80) odpowiednio przez (yi – yj) albo przez (zi – zj).





3.  PROCEDURA DLA WSPÓŁRZĘDNYCH 
SFERYCZNYCH I KULISTO‑SYMETRYCZNEGO 

ROZKŁADU MASY

3.1.  Podział obszaru na sfery o równej grubości

Punktem wyjścia do rozważań jest obszar przestrzeni o objętości Vo, mający 
kształt kuli o promieniu zewnętrznym ro, wypełnionej masą, której gęstość zależy 
tylko od odległości od środka kuli. Fragment przekroju tej kuli płaszczyzną prze-
chodzącą przez jej środek pokazany jest na rys. 3.1.

Rys. 3.1. Schemat podziału obszaru z kulisto‑symetrycznym rozkładem masy na sfery 
o  równej grubości; ro –  promień obszaru, rwj, rsj, rzj –  promienie j‑tej sfery odpowied-
nio: wewnętrzny, średni i  zewnętrzny, Δr –  grubość każdej sfery, dj –  średnia gęstość 
masy  w  j‑tej sferze, Δgij –  przyczynek do  przyspieszenia siły ciężkości wytwarzany 

przez masę zawartą w j‑tej sferze w odległości  Ri od środka obszaru 0
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Obszar ten zostanie podzielony na m współśrodkowych sfer o równych gru-
bościach Δr. Jeżeli spełniony jest warunek m >> 1, to Δr << r. Wtedy można za-
łożyć, że gęstość dj w każdej z tych sfer jest stała. Indeks j jest tutaj wskaźnikiem 
numerującym sfery (j = 1, 2, … m). Zgodnie z przyjętymi założeniami grubość 
każdej sfery Δr oraz jej promienie: wewnętrzny rwj, zewnętrzny rzj oraz średni rsj 
wyrażają się następującymi wzorami:
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rr o= 	 (3.1),
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W celu wyznaczenia gęstości dj, pomierzone zostały wartości przyspieszenia 
siły ciężkości gi w odległościach Ri od środka kuli. Indeks i  jest tu wskaźnikiem 
numerującym te odległości, a  także stanowiska pomiarowe Bi (i  = 1, 2 … n). 
Żeby jednoznacznie wyznaczyć dj, należy wykonać n =  m pomiarów przyspie-
szenia siły ciężkości gi w  różnych punktach, zlokalizowanych na  zewnątrz lub 
na powierzchni kuli. Ze względu na kulisto‑symetryczny rozkład gęstości, wek-
tory gi mają kierunek radialny. Zgodnie z prawem grawitacji Newtona, j‑ta sfera 
daje w wybranej odległości Ri od środka kuli przyczynek do przyspieszenia Δgij, 
wyrażający się wzorem
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w którym G oznacza stałą grawitacji (G = 6,6738∙10-11 (Nm2)/kg2) [16]. Wypad-
kowe przyspieszenie gi w każdym punkcie jest sumą tych przyczynków i wyra
ża się wzorem
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Problem jest więc podobny do rozpatrywanego w rozdziale pierwszym i dla-
tego do wyznaczenia gęstości dj można zastosować układ równań (1.5). Układ ten 
należy zapisać w  postaci skalarnej dla  jednej grupy składowych przyspieszenia 
siły ciężkości, które mają kierunek radialny. Otrzymuje się wtedy
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	 (3.7).

Korzystając ze wzoru (2.8), wprowadza się współczynniki proporcjonalno-
ści kij do wzoru (3.5) i zapisuje ten wzór w postaci

	 jijij dkg = 	 (3.8).

Na podstawie wzorów (3.7) i (3.5) współczynniki kij wyrażają się ogólnym 
wzorem
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Dalej postępuje  się według procedury podanej w  rozdziale pierwszym 
– wypisuje wzory szczegółowe dla wszystkich współczynników kij, podstawia je 
do układu równań (3.7) i wyznacza z tego układu dj, korzystając ze wzoru

	 x
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Jako przykład zastosowania opisanej procedury zostanie podane postępowa-
nie, w  którym obszar sferyczno‑symetryczny podzielono na  m = 8 sfer. Układ 
równań (3.7) przyjmuje wtedy postać:
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Przyczynki do przyspieszeń siły ciężkości Δgij i współczynniki proporcjonal-
ności kij oblicza się odpowiednio z następujących wzorów:
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Dla odległości Ri stosuje się wzór (3.13) oraz zależność (3.1) i otrzymuje 
następujące wzory na współczynniki proporcjonalności kij:
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Dla sfer znajdujących  się w  dużej odległości od  środka obiektu, czyli dla 
j >> 1, można obliczyć przybliżone wartości współczynników proporcjonalno-
ści kij przy użyciu uproszczonych wzorów. W tym celu objętość sfery obliczona 
będzie nie jako różnica objętości kul o  sąsiednich promieniach rwj, rzj, ale jako 
iloczyn powierzchni sfery o średnim promieniu rsj i jej grubości Δr. Otrzymuje się 
wtedy
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Po podstawieniu wzoru (3.1) i (3.4) do wzoru (3.22) można zapisać
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Ponieważ j >> 1, to wzór (3.23) daje się jeszcze bardziej uprościć i wtedy
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Żeby sprawdzić różnicę między wartością przybliżoną i dokładną, należy za-
stosować wzór (3.24) dla j = m = 8. Ze wzoru (3.24) otrzymuje się
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Porównanie wartości danej wzorem (3.25) z wartością dokładną ki8, wyraża-
jącą się wzorem (3.21), prowadzi do wniosku, że błąd względny tego przybliżenia 
nie przekracza 3%.

Wadą opisanej procedury, polegającej na podziale rozpatrywanego obiektu 
sfery o  równej grubości Δr jest to, że objętości sfer coraz bardziej oddalonych 
od  środka obiektu szybko wzrastają. Wskazuje na  to ciąg wartości współczyn-
ników proporcjonalności kij, wyrażający  się wzorami (3.14)–(3.21). Zgodnie 
ze wzorem (3.24), wzrost ten jest w przybliżeniu wprost proporcjonalny do kwa-
dratu indeksu j, oznaczającego sferę. Skutkiem tego obliczana gęstość dj jest przy-
pisywana obszarom o coraz większej objętości i struktura zewnętrznych warstw 
obiektu będzie znana z coraz mniejszą rozdzielczością.

3.2.  Podział obszaru na sfery o równej objętości

Żeby uniknąć wady opisanej w  poprzedniej części pracy, podzielono badany 
obszar w kształcie kuli o objętości Vo na m współśrodkowych sfer o równych objęto-
ściach ΔVj (rys. 3.2).

Rys. 3.2. Schemat podziału obszaru z kulisto‑symetrycznym rozkładem masy na sfery 
o równej objętości; ro – promień obszaru, rwj, rsj, rzj – promienie j‑tej sfery odpowiednio: 
wewnętrzny, średni i zewnętrzny, Δrj – grubość j‑tej sfery, dj – średnia gęstość masy w j‑tej 
sferze, Δgij – przyczynek do przyspieszenia siły ciężkości wytwarzany przez masę zawar-

tą w j‑tej sferze w odległości Ri od środka obszaru 0
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Zgodnie z tym, objętość każdej sfery wyraża się wzorem

	 .const==
m
VV o

j 	 (3.26),

w którym Vo oznacza objętość całego obszaru kulistego, obliczaną ze wzoru
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Po  podstawieniu wzoru (3.27) do  (3.26) na  objętość ΔVj każdej ze  sfer 
otrzymuje się wzór
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Przyczynki do przyspieszenia Δgij pochodzące od każdej ze sfer oraz odpo-
wiadające im współczynniki proporcjonalności kij oblicza  się analogicznie, jak 
poprzednio. W tym celu zostały zaadaptowane wzory (3.8) i (3.9), z których wy-
nika
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Zgodnie ze  wzorem (3.30), przyczynki do  przyspieszenia Δgij od  każdej 
ze  sfer są jednakowe, natomiast współczynniki proporcjonalności kij nie zależą 
od j, czyli są stałe dla wszystkich wartości Ri. W dalszej części tej procedury po-
stępuje się tak samo, jak poprzednio i zapisuje układ równań liniowych (3.11), 
wprowadzając do  niego współczynniki proporcjonalności wyrażające  się wzo-
rem (3.30). Następnie układ ten należy rozwiązać przy użyciu wzoru (3.10).

Podział rozpatrywanego obszaru na współśrodkowe sfery o równych objęto-
ściach powoduje, że promienie sfer znajdujących się w zewnętrznej części obsza-
ru wzrastają coraz wolniej. Dla wspomnianego podziału obliczone zostaną teraz 
rozmiary tych sfer. Przyczynki do przyspieszenia Δgij, pochodzące od j‑tej sfery, 
można obliczyć wykorzystując jej promienie: wewnętrzny rwj oraz zewnętrzny rzj 
z następującego wzoru

	 2

33 )(
3
4

i

jwjzj

ij R

drrG
g = 	 (3.31).
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Z kolei objętość Vzj kuli o promieniu równym promieniowi zewnętrznemu 
sfery rzj, spełnia równanie

	
m
jrrV ozjzj

33

3
4

3
4

== 	 (3.32),

z którego otrzymuje się następujący wzór na promień rzj

	 ozj r
m
jr 3= 	 (3.33).

Podobnie, objętość Vwj kuli o promieniu równym promieniowi wewnętrzne-
mu sfery rwj, spełnia równanie

	
m

jrrV owjwj
1

3
4

3
4 33 == 	 (3.34),

z którego po przekształceniu dla promienia rwj wynika wzór

	 owj r
m

jr 3
1

= 	 (3.35).

Grubość j‑tej sfery Δrj równa  się różnicy jej promienia zewnętrznego rzj 
oraz wewnętrznego rwj i wyraża wzorem

	 oj r
m

j
m
jr = 33 1 	 (3.36).

Jako średni promień j‑tej sfery rsj zostanie przyjęta średnia arytmetyczna 
promieni zewnętrznego rzj oraz wewnętrznego rwj. Na podstawie wzorów (3.33) 
i (3.35), tak zdefiniowany promień średni rsj wyraża się wzorem

	 osj r
m

j
m
jr += 33 1

2
1 	 (3.37).

Ponadto, między promieniami: wewnętrznym rwj sfery j‑tej i zewnętrznym 
rz(j-1) sfery o indeksie (j – 1) zachodzi równość, czyli

	 )1(= jzwj rr 	 (3.38).



3.2.  Podział obszaru na sfery o równej objętości 49

Jako przykładowe zastosowanie wyprowadzonych zależności zostanie roz-
patrzony podział obszaru na m = 8 sfer. Stosując wzory (3.37) i (3.36), otrzy-
muje się następujące równania, wyrażające promienie zewnętrzne sfer rzj oraz ich 
grubości Δrj:

	 ooz rrr 5000,0
8
1

31 == oj rr 5000,0= 	 (3.39),

	 ooz rrr 6300,0
8
23

2 == oj rr 1300,0= 	 (3.40),

	 ooz rrr 7211,0
8
33

3 == oj rr 0911,0= 	 (3.41),

	 ooz rrr 7937,0
8
43

4 == oj rr 0726,0= 	 (3.42),

	 ooz rrr 8550,0
8
53

5 == oj rr 0613,0= 	 (3.43),

	 ooz rrr 9086,0
8
43

6 == oj rr 0536,0= 	 (3.44),

	 ooz rrr 9565,0
8
7

37 == oj rr 0479,0= 	 (3.45),

	 ooz rrr 0000,1
8
83

8 == oj rr 0435,0= 	 (3.46).

Porównując otrzymane wzory (3.39)–(3.46), łatwo zauważyć, że pro-
mień zewnętrzny pierwszej sfery rz1, która staje  się kulą, równa  się połowie  
promienia całego obszaru ro i równa się też grubości Δr1 tej sfery – zob. równania 
(3.39). Ponadto, grubości Δrj następnych sfer szybko maleją.
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Sferyczno‑symetryczny rozkład gęstości mas jest szczególnym, ale dość 
często spotykanym przypadkiem. W  przybliżeniu taki rozkład występuje np. 
w obiektach astronomicznych. w tym również w Ziemi. Dla wielu zastosowań, 
np. w przypadku wyznaczania kształtu geoidy, który jest niezbędny dla pomiarów 
geodezyjnych, takie przybliżenie jest niewystarczające. Najbardziej ogólny przy-
padek rozkładu masy, dla którego gęstość w danym punkcie kulistego obszaru jest 
zależna zarówno od odległości tego punktu od środka obszaru (promienia rj), jak 
i od kątów – azymutalnego λ oraz biegunowego φ, będzie rozpatrywany w następ-
nym rozdziale.



4.  PROCEDURA DLA WSPÓŁRZĘDNYCH 
SFERYCZNYCH I DOWOLNEGO ROZKŁADU MASY

4.1.  Podział obszaru z wykorzystaniem ustalonego 
przedziału kątów

Podobnie jak w  rozdziale trzecim, rozpatrzony będzie obszar przestrzeni 
o objętości V, mający kształt kuli o promieniu zewnętrznym ro, wypełniony masą, 
jednak w tym przypadku gęstość masy nie ma rozkładu kulisto‑symetrycznego. 
Do opisu tej sytuacji wprowadza się układ współrzędnych sferycznych (r, λ, φ), 
którego początek 0 pokrywa się ze środkiem obszaru (rys. 4.1). 

Rys. 4.1. Układ współrzędnych sferycznych i podział obszaru kulistego V na elementy 
objętości ΔVj; ro – promień obszaru, Ai – środek elementu objętości ΔVj, Bi – stanowisko 
pomiarowe, Δgij – przyczynek do przyspieszenia siły ciężkości, rj, ri – odległości odpo-
wiednio: środka elementu objętości ΔVj i stanowiska pomiarowego Bi od środka układu 
współrzędnych, λj – kąt azymutalny, φj – kąt biegunowy, rij – odległość między środkiem 

elementu objętości ΔVj i stanowiskiem pomiarowym Bi
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Obszar ten zostanie podzielony na elementy objętości ΔVj (j = 1, 2, … m, 
m >> 1), którym jest przypisana uśredniona gęstość dj. Położenie środka Aj każde-
go z tych elementów określają współrzędne (rj, λj, φj), oznaczające odpowiednio: 
odległość od środka układu współrzędnych, kąt azymutalny i kąt biegunowy. Za-
kresy zmienności tych współrzędnych spełniają warunki: 0 ≤ rj ≤ ro, 0 ≤ λj ≤ 2π, 
–π / 2 ≤ φj ≤ +π /2. Pomiary przyspieszenia siły ciężkości gij wykonywane są 
na stanowiskach Bi o współrzędnych (ri, λi, φi), przy czym i = 1, 2, … n, n >> 1 
oraz n = m. Ostatni z tych warunków zapewnia jednoznaczność rozwiązania pro-
blemu. Dla każdej ze współrzędnych (r, λ, φ) zostanie zastosowany równomierny 
podział odpowiednio na p, q oraz s części. Zgodnie z tym elementy współrzęd-
nych Δr, Δλ, Δφ wyrażają się następującymi wzorami: 

	
p
rr o= 	 (4.1),

	
q

2
= 	 (4.2),

	
s

= 	 (4.3).

Korzystając ze wzorów (4.1)–(4.3) dla współrzędnych środka elementu ob-
jętości ΔVj otrzymuje się wzory

	
p
rkr o

j = 2
1

	 (4.4),

	
q

lj = 2
12 	 (4.5),

	
s

oj = 2
1

	 (4.6),

w których k = 1, 2, … p, l = 1, 2, … q, o = 1, 2, … s. Do uzyskania odpowiedniej 
rozdzielczości powinny być spełnione warunki: Δr << ro, Δλ << 2π, Δφ << π, 
z czego wynika warunek p, q, s >> 1. Wtedy również uzasadnione jest przypisanie 
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każdemu elementowi objętości ΔVj uśrednionej gęstości dj. Oprócz tego zacho-
dzi związek pqs = m. Korzystając z przyjętych założeń i oznaczeń wprowadzonych 
na rys. 4.2, element objętości ΔVj oblicza się ze wzoru

	 jjj rrV cos2= 	 (4.7).

Rys. 4.2. Obliczanie elementu objętości ΔVj w układzie współrzędnych sferycznych; Ai 
– środek elementu objętości ΔVj, rj – odległość środka elementu objętości ΔVj od środka 
układu współrzędnych, λj – kąt azymutalny, φj – kąt biegunowy, Δr, Δλ, Δφ – przyrosty 

odpowiednio: odległości, kąta azymutalnego i kąta biegunowego

Po podstawieniu wzorów (4.1)–(4.4) i (4.6) do wzoru (4.7) otrzymuje się

	
qsp

s
okr

V
o

j 3

2
32

2
1cos

2
12

= 	 (4.8).
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Podstawiając wzór (4.8) do wzorów (1.24)–(1.26) wyprowadza się nastę-
pujące wzory na współczynniki kierunkowe kijx, kijy, kijz

	 33

2
32

2
1cos)(

2
1G2

ij

jio

ijx qsrp
s

oxxkr
k = 	 (4.9),

	
33

2
32

2
1cos)(

2
1G2

ij

jio

ijy qsrp
s

oyykr
k = 	 (4.10),

	 33

2
32

2
1cos)(

2
1G2

ij

jio

ijz qsrp
s

ozzkr
k = 	 (4.11).

Występująca we wzorach (4.9)–(4.11) odległość rij między środkiem ele-
mentu objętości ΔVj oraz stanowiskiem pomiarowym Bi wyraża się wzorem

	 222 )()()( jijijiij zzyxxxr ++= 	 (4.12).

We wzorach (4.9)–(4.12) używane są współrzędne ortogonalne (xj, yj, zj) 
środka elementu objętości ΔVj oraz (xi, yi, zi) stanowiska pomiarowego Bi. Zgod-
nie z oznaczeniami przyjętymi na rys. 4.3 oraz 4.1, między tymi współrzędnymi 
i przyjętymi wcześniej współrzędnymi sferycznymi (rj, λj, φj) oraz (ri, λi, φi) za-
chodzą następujące zależności:

	 jjjj rx coscos= 	 (4.13),

	 jjjj ry sincos= 	 (4.14),

	 jjj rz sin= 	 (4.15),

	 iiii rx coscos= 	 (4.16),
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	 iiii ry sincos= 	 (4.17),

	 iii rz sin= 	 (4.18).

Po  podstawieniu odległości ri środka elementu objętości ΔVj od  począt-
ku układu współrzędnych ze wzoru (4.4) i kątów λj, φj ze wzorów (4.5) i (4.6) 
do wzorów (4.13)–(4.15) otrzymuje się następujące wzory na współrzędne or-
togonalne środka elementu objętości ΔVj:

	 =
q

l
s

o
p
rkx o

j 2
12cos

2
1cos

2
1 	 (4.19),

	 =
q

l
s

o
p
rky o

j 2
12sin

2
1cos

2
1

	 (4.20),

	 =
s

o
p
rkz o

j 2
1sin

2
1

	 (4.21).

Po uwzględnieniu wzorów (4.19)–(4.21) różnice współrzędnych ortogonal-
nych, występujące we wzorach (4.9)–(4.11) zapisuje się w postaci:

	
=

q
l

s
o

p
rkrxx o

iiiji 2
12cos

2
1cos

2
1coscos 	(4.22),

	 =
q

l
s

o
p
rkryy o

iiiji 2
12sin

2
1cos

2
1sincos 	 (4.23),

	 =
s

o
p
rkrzz o

iiji 2
1sin

2
1sin 	 (4.24).



4.  Procedura dla współrzędnych sferycznych i dowolnego rozkładu masy56

Rys. 4.3. Schemat do obliczania składowych przyczynku do przyspieszenia siły ciężko-
ści pochodzących od elementu objętości ΔVj; Δgij – przyczynek do przyspieszenia, Δgijx, 
Δgijy, Δgijz – składowe przyczynku do przyspieszenia, αijx, αijy, αijz – kąty między kierunkiem 
przyczynku do przyspieszenia i osiami układu współrzędnych, Ai – środek elementu ob-
jętości ΔVj, Bi – stanowisko pomiarowe, rj, ri – odległości odpowiednio: środka elementu 
objętości ΔVj i stanowiska pomiarowego Bi od środka układu współrzędnych, rij – odle-

głość między środkiem elementu objętości ΔVj i stanowiskiem pomiarowym Bi

Z  kolei po  podstawieniu współrzędnych, wyrażających  się wzorami 
(4.13)–(4.18) do wzoru (4.12) na odległość rij otrzymuje się
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{ }
{ }2

2

2

sinsin

sincossincos
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= 	 (4.25).

Podstawiając do otrzymanego wyrażenia (4.25) wzory (4.3)–(4.6), uzysku-
je się końcowy wzór na odległość rij w postaci
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ij 	(4.26).

W celu otrzymania końcowych wzorów na współczynniki kijx, kijy, kijz, podsta-
wiono do wzorów (4.9)–(4.11) wzory (4.22)–(4.24) i wzór (4.26). Stąd uzyska-
no następujące wzory:
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Podobnie jak dla współrzędnych ortogonalnych, należy obliczyć indeks j ele-
mentu objętości ΔVj, występujący we wzorach (4.27)–(4.29). Zgodnie z rys. 4.4, 
w tym przypadku wzór na obliczanie tego indeksu ma postać

	 olskqsj ++= )1()1( 	 (4.30).

Pierwszy ze  składników we wzorze (4.30) oznacza liczbę elementów ob-
jętości ΔVj zawartych w kuli o promieniu (k – 1)Δr. Kula ta składa się z k – 1 
sfer, z których każda ma qs elementów objętości. Drugi składnik w tym wzorze 
to liczba elementów objętości w  niepełnej sferze, znajdującej  się na  zewnątrz 
wspomnianej kuli i składającej się z l – 1 rzędów, mających po s elementów każdy. 
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Trzeci składnik we wzorze (4.30) to liczba elementów w niepełnym rzędzie, przy-
legającym do ostatniego rzędu elementów w niepełnej sferze. Indeks j obliczony 
ze wzoru (4.30) spełnia warunek 1 ≤ j ≤ pqs.

Rys. 4.4. Schemat indeksowania elementów objętości ΔVj w obszarze V przy obliczaniu 
współczynników kijx, kiy, kijz; k, l, o  – indeksy elementów objętości liczone odpowied-
nio w kierunku: radialnym, azymutalnym i biegunowym (k = 1, 2, … p, l = 1, 2, … q,  

o = 1, 2, … s)

Żeby wyznaczyć rozkład przestrzenny gęstości w rozpatrywanym obszarze V, 
należy podstawić współczynniki kijx, kijy, kijz, obliczone ze wzorów (4.27)–(4.29), 
do  odpowiadającego im jednego z  układów równań (1.21)–(2.23). Następnie 
rozwiązując ten układ oblicza się gęstości masy dj w poszczególnych elementach 
objętości ΔVj.
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4.2.  Podział obszaru z wykorzystaniem malejącego 
przedziału kątów

Wadą przyjętego sposobu podziału, w  którym elementy współrzędnych 
Δr, Δλ, Δφ mają ustalone wartości dla  całego obszaru i  wyrażają  się wzora-
mi (4.1)–(4.3), jest otrzymywanie niejednakowych elementów objętości ΔVj, 
co przedstawia rys. 4.5. 

Rys. 4.5. Przykłady zmiany kształtu i wielkości elementów objętości ΔVj w zależności 
od ich lokalizacji w układzie współrzędnych; rj – odległość środka elementu objętości 
ΔVj od środka układu współrzędnych, λj – kąt azymutalny, φj – kąt biegunowy, Δr, Δλ, Δφ 

– przyrosty odpowiednio: odległości, kąta azymutalnego i kąta biegunowego

Wielkości tych elementów zależą od  ich położenia i  maleją wraz ze  wzro-
stem kąta biegunowego φi oraz zmniejszaniem się odległości ri od środka 0 obsza-
ru V. Można krótko stwierdzić, że objętości tych elementów zmieniają się w dwu 
kierunkach. Taka sytuacja powoduje niejednakową rozdzielczość wyznaczanego 
rozkładu gęstości. Rozdzielczość ta maleje wraz ze zbliżaniem się do powierzchni 
ograniczającej obszar i zmniejszaniem kąta biegunowego φ do 0. W tej sytuacji 



4.2.  Podział obszaru z wykorzystaniem malejącego przedziału kątów 61

decydujące znaczenie ma przyjęcie optymalnych wartości liczb p, q, s, decydu-
jących o podziale obszaru V. Jeżeli wartości te będą zbyt małe, to wówczas ele-
menty objętości ΔVj, utworzone w pobliżu powierzchni tego obszaru nadmier-
nie wzrosną i rozdzielczość w tej części obszaru stanie się niedostateczna. Z kolei 
gdy zostaną wybrane odpowiednio duże liczby p, q, s, co zapewni zadowalającą 
rozdzielczość w pobliżu powierzchni obszaru, to elementy objętości ΔVj, utwo-
rzone w pobliżu środka obszaru, będą zbyt małe, a ich liczba będzie zbyt duża. 
Spowoduje to niepotrzebne wydłużenie czasu potrzebnego do obliczeń.

Podział obszaru V, dający bardziej równomierną rozdzielczość, pozwoli 
uniknąć omówionych wad. W  tym podziale elementy kątów azymutalnego Δλ 
i biegunowego Δφ będą zmniejszały się wraz z odległością od środka obszaru V, 
natomiast element Δr współrzędnej r pozostanie stały w  całym przedziale jej 
zmienności. Schemat takiego podziału, widziany w płaszczyźnie poziomej, jest 
pokazany na rys. 4.6.

Rys. 4.6. Schemat podziału obszaru kulistego V z wykorzystaniem malejącego przedzia-
łu kątów; ro – promień obszaru, Ai – środek elementu objętości ΔVj, rj – odległości środ-
ków elementów objętości ΔVj od środka układu współrzędnych, λj – kąt azymutalny, φj 
– kąt biegunowy, Δλj – elementy kąta azymutalnego, Δr – elementy promienia, k, l – in-
deksy elementów objętości liczone odpowiednio w  kierunkach radialnym i  azymutal-

nym (k = 1, 2, … p, l = 1, 2, … q)
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Łatwo zauważyć, że elementy objętości ΔVj prawie nie zmieniają wielkość, 
mimo zmiany odległości rj ich środków Aj od początku 0 układu współrzędnych.

Promień ro obszaru V zostanie podzielony na elementy Δr, stąd wzór

	 const.==
p
rr o 	 (4.31).

W otrzymanej w wyniku tego podziału kuli, znajdującej się w środku obszaru 
V, pełny kąt azymutalny 2π zostanie podzielony na cztery elementy, a kąt biegu-
nowy π na dwa. W każdej następnej sferze liczba elementów kąta azymutalnego 
Δλ i biegunowego Δφ będzie o jeden większa, niż w sferze poprzedniej. Zgodnie 
z tym

	 const.
3

2
)1(4

2
+

=
+

=
kk
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Zgodnie ze wzorami (4.32) i (4.33), indeks k w  tym przypadku decyduje 
o wielkości elementów kąta azymutalnego Δλ oraz biegunowego Δφ, (k = 1, 2, … 
p). Współrzędne rj, λj, φj środka Aj elementu objętości ΔVj wyrażają się wzorami
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Po podstawieniu do wzoru (4.8) wzorów (4.34) i (4.36), otrzymuje się wzór 
na element objętości ΔVj w postaci
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Z kolei po podstawieniu wzorów (4.31)–(4.36) do wzorów (4.19)–(4.21), 
różnice współrzędnych ortogonalnych wyrażają się następującymi wzorami:
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W  celu obliczenia odległości rij między środkiem elementu objętości Aj 
oraz stanowiskiem pomiarowym Bi, różnice współrzędnych wyrażające się wzo-
rami (4.38)–(4.40) zostają podstawione do wzoru (4.25), który w wyniku tego 
przyjmuje postać
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Końcowym etapem obliczeń jest wyprowadzenie wzorów na współczynniki 
kijx, kijy, kijz. Etap ten zostaje osiągnięty po podstawieniu wzorów (4.37)–(4.41) 
do wcześniej używanych wzorów (4.27)–(4.29). W wyniku tego otrzymuje się 
następujące wzory:
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Żeby wyznaczyć rozkład przestrzenny gęstości masy dj, współczynniki obli-
czone ze wzorów (4.42)–(4.43) należy podstawić wraz z pomierzonymi warto-
ściami składowych przyspieszenia siły ciężkości gij do jednego z układów równań 
(1.31)–(1.32) i  je rozwiązać. Pozostaje jeszcze obliczenie liczby ms elementów 
objętości ΔVj, znajdujących  się w  każdej z  k sferycznych warstw, na  które zo-
stał podzielony obszar V oraz liczby elementów m, zawartych w całym obszarze 
V. Zgodnie z wcześniej przyjętymi założeniami w k‑tej warstwie jest k + 3 piono-
wych rzędów, zawierających po k + 1 elementów. Stąd równanie

	 )1)(3( ++= kkms 	 (4.45).

Liczbę m elementów objętości ΔVj, zawartych w całym obszarze V oblicza 
się, sumując liczby tych elementów po wszystkich sferach. Sumowanie to można 
zapisać wzorem
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Po wykonaniu mnożenia wzór (4.46) przyjmuje postać
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Występujące we wzorze (4.47) sumy szeregów są podane w tablicach ma-
tematycznych [31]. Po  wykorzystaniu zawartych tam wzorów i  sprowadzeniu 
do wspólnego mianownika otrzymuje się wzór
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30152 23 +++
=

pppm 	 (4.48).

Analogiczną postać ma wzór, pozwalający obliczyć wskaźnik j elementu ob-
jętości ΔVj
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kkkj 	 (4.49).

W  celu uzyskania zadowalającej rozdzielczości wyznaczanego rozkładu 
przestrzennego gęstości masy dj, powinien być spełniony warunek p >> 1. Zasto-
sowany podział ma tę zaletę, że dla odpowiednio dużych wartości wskaźnika k 
wielkość elementu objętości ΔVj w przybliżeniu nie zależy od kąta azymutalnego 
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λ oraz od jednego z czynników liniowych, zwierających kąt biegunowy φ. Jeżeli 
k >> 1, to zachodzą relacje (k + 1) ≈ (k + 3) ≈ [(k – 1/2)] ≈ k. Po wykorzystaniu 
tego przybliżenia wzór (4.37) ulega uproszczeniu do postaci
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Ze wzoru (4.50) wynika, że jednak nadal pozostaje zależność elementu ΔVj 
objętości od  kosinusa kąta biegunowego φ. Przez to rozmiary tych elementów 
dla dużych wartości tego kąta maleją. Taka sytuacja powoduje zwiększenie roz-
dzielczości rozkładu przestrzennego gęstości w  częściach okołobiegunowych 
obszaru V, ale skutkuje też wydłużeniem czasu obliczeń. Niestety, z rozważań to-
pologicznych wynika, że podział obszaru V, mającego kształt kuli, na jednakowe 
elementy o objętości ΔV > 0, które dokładnie wypełnią ten obszar, jest niemoż-
liwy [32, 33].



5.  OBLICZENIA NIEPEWNOŚCI PROCEDUR

5.1.  Ogólny układ równań

Podstawowe znaczenie dla  oceny użyteczności każdej metody pomiarów 
oraz  wielkości wyznaczonych w  wyniku jej zastosowana mają obliczenia 
niepewności, z  którymi udało  się je wyznaczyć [34]. Takie obliczenia są nazy-
wane również rachunkiem błędów. Są one konieczne, gdyż każdy pomiar, wyko-
nany przy użyciu nawet bardzo zaawansowanych technologicznie instrumentów, 
obarczony jest jakąś niepewnością, czyli błędem. Ponieważ na podstawie wyni-
ków tych pomiarów są wyznaczane wielkości końcowe, to niepewności poszcze
gólnych pomiarów mają również określone znaczenie w wyznaczeniu tej wielko-
ści. W tym rozdziale zostaną wyprowadzone podstawowe wzory, umożliwiające 
obliczenie tych niepewności.

W  rozpatrywanej metodzie są wykorzystywane wyniki pomiarów składo-
wych przyspieszenia siły ciężkości gi, wykonywanych przy użyciu grawimetrów. 
Niepewności tych pomiarów zostaną oznaczone przez ±Δgbi. Pomiary są wyko-
nywane na stanowiskach Bi o współrzędnych (xi, yi, zi), (zob. podrozdział 1.1). 
Wskaźnik i, numerujący stanowiska pomiarowe, spełnia warunek i = 1, 2, … n. 
Stanowiska pomiarowe Bi znajdują  się w  określonych odległościach rij od  ele-
mentów masy o  wyznaczanych gęstościach dj. mających środki w  punktach Aj 
o współrzędnych (xj, yj, zj). Wskaźnik j, służący do numerowania elementów masy 
spełnia warunek j = 1, 2, … m. Obie grupy współrzędnych występują we wzorach 
na współczynniki kierunkowe kij. Te współrzędne również są mierzone z określo-
nymi niepewnościami. Wartości współczynników kij zależą ponadto od elementu 
objętości ΔVj, który też jest obciążony niepewnościami. Stąd wynikają niepew-
ności wyznaczenia wektorowych współczynników kierunkowych ±Δkij. W kon-
sekwencji tego macierze K, G, występujące w układzie równań (1.28), powinny 
być zastąpione przesz sumy macierzy K ± ΔK oraz G ± ΔG. W tych wyrażeniach 
ΔG oraz ΔK oznaczają macierze niepewności wyznaczenia wektorów odpowied-
nio współczynników kierunkowych i przyspieszenia siły ciężkości. Układ równań 
(1.28) można wtedy zapisać w skróconej postaci jako

	 )()( GGDKK ±=± 	 (5.1).



5.  Obliczenia niepewności procedur68

Układ (5.1) ma rozwiązania, jeżeli zachodzi

	 0)det( ± KK 	 (5.2).

Istnieją wtedy dwa rozwiązania tego układu, mające postać macierzy Dd, Dg, 
które będą nazywane odpowiednio macierzą dolnych i górnych wartości gęsto-
ści. Są to macierze jednokolumnowe (wektory), mające postać

	 dd DDD += 	  (5.3),

	 gg DDD += 	 (5.4),

gdzie ΔDd i ΔDg oznaczają odpowiednio macierze (wektory) dolnych i górnych 
niepewności wyznaczenia gęstości. Przy czym, w ogólnym przypadku zachodzi 
ΔDd ≠ ΔDg. Korzystając z  wprowadzonych macierzy (5.3) i  (5.4), układ rów-
nań (5.1) zastępuje się przez dwa równania

	 )()( GGDKK =d 	 (5.5),

	 )()( GGDKK +=+ g 	 (5.6).

Żeby te równania miały jednoznaczne rozwiązania, muszą być spełnione wa-
runki

	 0)det( KK 	 (5.7),

	 0)det( + KK 	 (5.8).

Wtedy rozwiązania równań (5.5) i (5.6) wyrażają się wzorami
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)())((
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D ++

+
= Ts

g 	 (5.10),

gdzie ((K – ΔK )s)T , ((K + ΔK )s)T oznaczają macierze transponowane macierzy 
dopełnień (K–ΔK)s i  (K+ΔK)s, utworzonych odpowiednio z  macierzy K–ΔK 
oraz K+ΔK.

Zostaną teraz zdefiniowane macierze dolne i  górne wektorowych współ-
czynników kierunkowych odpowiednio Kd i Kg oraz macierze dolne i górne wy-
ników pomiarów przyspieszenia siły ciężkości odpowiednio Gd i Gg zgodnie z na-
stępującymi wzorami:

	 KKK =d 	 (5.11),

	 KKK +=g 	 (5.12),

	 GGG =d 	 (5.13),

	 GGG =g 	 (5.14).

Wtedy równania (5.5) i (5.6) przyjmują prostszą postać

	 ddd GDK = 	 (5.15),

	 ggg GDK = 	 (5.16).

Jeżeli wyznacznik macierzy Kd i Kg spełniają warunki

	 0det dK 	 (5.17),

	 0det gK 	 (5.18),
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to wtedy istnieją jednoznaczne rozwiązania równań (5.17) i (5.18) w postaci
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W równaniach (5.19) i (5.20) ((Kd)
s)T , ((Kg)

s)T oznaczają macierze trans-
ponowane, macierzy dopełnień (Kd)

s i (Kg)
s utworzonych odpowiednio z macie-

rzy Kd oraz Kg. Zdefiniowane wcześniej macierze Kd, Kg, Dd, Dg, Gd, Gg mogą być 
zapisane w następującej postaci rozwiniętej:

	 =

nmnm

imim

mm

mm

njnjz

ijij

jj

jj

nn

ii

nn

ii

z

d

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

...

..

kk

kk

kk
kk

kk

kk

kk
kk

kk

kk

kk
kk

kk

kk

kk
kk

K

............

............

.............

............

............

............

............

.............
22

11

22

11

22

22

2222

1112

11

11

2121

1111

	 (5.21),
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We wzorach (5.21)–(5.24) symbole Δkij oznaczają niepewności wyzna-
czenia wektorowych współczynników kierunkowych, kij, Δgbj są to niepewności 
pomiarów przyspieszenia wektora siły ciężkości gj, natomiast Δddj, Δdgj są odpo-
wiednio niepewnościami dolną i górną wyznaczenia gęstości dj.

5.2.  Obliczenia dla współrzędnych ortogonalnych

Wyprowadzone zostaną teraz wzory dla przypadku współrzędnych ortogo-
nalnych przy założeniu, że obszar wypełniony przez masę zostanie podzielony 
na  jednakowe sześciany, co  było rozpatrywane wcześniej w  podrozdziale 2.2. 
Niech więc elementy objętości Vj mają kształt sześcianu o boku a. Stąd można 
zapisać wzór

	 3aVj = 	 (5.27).
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Przyjmuje się, że bok a jest zmierzony z niepewnością ±Δa, która oczywiście 
ma też wpływ na niepewności ±Δkij wyznaczenia współczynników kij. Po podsta-
wieniu wzoru (5.27) do wzorów (1.24)–(1.26) otrzymuje się następując wzory 
na skalarne współczynniki kierunkowe kijx, kijy, kijz:
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W celu prowadzenia dalszych obliczeń wykorzystany zostanie wzór na nie-
pewność wyznaczenia wielkości zależnej od  szeregu innych wielkości, z  któ-
rych każda też została zmierzona z określoną niepewnością. Niech dana będzie 
wielkość P, zależna od pewnej liczby niezależnych od siebie wielkości uw, przy 
czym w  jest wskaźnikiem numerującym te wielkości (w = 1, 2, … z). Ponadto, 
niech każda z  tych wielkości uw będzie zmierzona z niepewnością ±Δuw. Wów-
czas niepewność ΔP wyznaczonej w tym przypadku wielkości P wyraża się wzo-
rem  [35] 
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Po rozwinięciu wzór (5.31) przyjmuje postać
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Dostosowując wzór (5.32) do zmiennych xi, yi, zi, xj, yj, zj oraz a, występują-
cych we wzorach (5.28), otrzymuje się następujący wzór na niepewności Δkix, 
z którymi są wyznaczone skalarne współczynniki kierunkowe kijx
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Z kolei pochodne cząstkowe, wypisane we wzorze (5.33), oblicza się, róż-
niczkując wzór (5.28) kolejno względem wyszczególnionych zmiennych xi, yi, zi, 
xj, yj, zj, a. W wyniku tego otrzymuje się następujące wzory:
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Pochodne obliczone ze wzorów (5.37)–(5.40) należy podstawić do wzoru 
(5.35) w  celu obliczenia niepewności skalarnych współczynników kierunko-
wych kijx. Następnie z macierzy zapisanych wzorami (5.21)–(5.26) i zawierają-
cych elementy wektorowe wydziela się następujące macierze, w których są ele-
menty związane z kierunkiem 0X. 
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Do wyodrębnionych macierzy (5.41) i (5.44) należy podstawić niepewności 
wyznaczenia skalarnych współczynników kierunkowych Δkix, obliczone ze wzo-
ru (5.33), a  następnie rozwiązać dwa układy równań, utworzone z  macierzy 
(5.41)–(5.43) i  (5.44)–(5.46) w  celu wyznaczenia poszukiwanych gęstości dj, 
a także ich dolnych i górnych niepewności, odpowiednio Δddj oraz Δdgj. Należy 
tu zauważyć, że najczęściej dolne i górne niepewności Δddj oraz Δdgj, z którymi 
zostaną wyznaczone gęstości dj, nie będą sobie równe, tzn. wystąpi zależność 



5.  Obliczenia niepewności procedur76

Δddj ≠ Δdgj. Ponadto, o ile gęstości dj, wyznaczone przy użyciu wyników pomia-
rów różnych składowych przyspieszenia siły ciężkości, tzn. gix, albo giy, albo giz 
będą równe, to odpowiadające im niepewności dolna i górna na ogół nie będą 
sobie równe, gdy składowe gix, giy, giz wykorzystane do tych obliczeń zostaną wy-
mienione, np. z gix na giz.

Przedstawiony schemat postępowania znajduje zastosowanie również w przy
padkach, gdy pomierzone zostały pozostałe składowe przyspieszenia siły ciężko-
ści w kierunku osi 0Y i 0Z, tzn. giy oraz giz. W pierwszym z tych przypadków wzór 
na niepewności Δkiy, z którymi są wyznaczone skalarne współczynniki kierunko-
we kijy jest analogiczny do wzoru (5.33) i  ma postać

	
2

2
2

2

2
2

2

2

2
2

2

2

2
2

)()()(

)()()()(

a
a

k
z

z
k

z
z
k

y
y
k

y
y
k

x
x
k

x
x
k

k
ijy

j
j

ijy
j

i

ijy

j
j

ijy
i

i

ijy
j

j

ijy
j

i

ijy

ijy

+++

++++

±= 	(5.47).

Wzory na pochodne cząstkowe dla tego przypadku są następujące:
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Z kolei macierze, wchodzące w skład układów równań, mają postać:
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W przypadku osi 0Z zestaw odpowiednich wzorów jest następujący:
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Według schematu analogicznego do podanego w tym rozdziale można rów-
nież przeprowadzić obliczenia niepewności dla  procedur we współrzędnych 
sferycznych, przedstawionych w  rozdziałach trzecim i  czwartym. Różnica po-
lega na  tym, że obliczane są wtedy pochodne cząstkowe na  podstawie innych 
wzorów  na  skalarne współczynniki kierunkowe, np. wzorów (4.26)–(4.29) 
dla procedury, wykorzystującej ustalony podział kątów. Ze względu na analogie, 
skomplikowaną postać odpowiednich wzorów i ograniczoną objętość niniejszej 
monografii, szczegóły tych obliczeń zostaną pominięte.





6.  OGÓLNE PROBLEMY TOMOGRAFII 
GRAWITACYJNEJ

6.1.  Tomografia grawitacyjna jako problem odwrotny 
teorii pola

Tak zwany problem prosty teorii pola polega na  wyznaczeniu wielkości 
fizycznych, opisujących to pole, np. potencjału, natężenia pola lub przyspieszenia 
siły ciężkości w sytuacji, gdy dany jest rozkład przestrzenny źródeł tego pola [36, 
37]. Przez podanie rozkładu przestrzennego źródeł w przypadku stacjonarnym 
rozumie się, że znane są wielkości charakteryzujące źródła tego pola, np. gęsto-
ści mas, ładunki elektryczne, gęstości prądów i współrzędne, określające lokali-
zacje tych wielkości. W przypadku niestacjonarnym dodatkowo konieczne jest 
podanie funkcji, opisujących zmienność samych źródeł w  czasie lub wartości 
i kierunku prędkości tych źródeł. Problem odwrotny teorii pola polega na wy-
znaczeniu wielkości charakteryzujących źródła pola w przypadku, gdy znane są 
wartości wielkości opisujących to pole.

Szczególnym przypadkiem pola fizycznego jest pole grawitacyjne Zie-
mi. Precyzyjnymi pomiarami przyspieszenia siły ciężkości tego pola g zajmu-
je  się dyscyplina naukowa nazywana grawimetrią, uważana za  jeden z  działów 
tzw. geodezji wyższej [38–40]. Celem tych pomiarów jest m.in. opracowanie 
modelu powierzchni Ziemi nazywanego geoidą [8, 12]. Ma to podstawowe zna-
czenie dla  zapewnienia coraz większej dokładności pomiarów geodezyjnych, 
której wymaga rozwój współczesnych technologii [41, 42]. Wyniki tych pomia-
rów pozwalają też na monitorowanie zjawisk zachodzących na Ziemi [43–45]. 
W  przypadku pola  grawitacyjnego problem odwrotny polega na  tym, że zna-
jąc wartości potencjału grawitacyjnego lub wartości i kierunki przyspieszenia siły 
ciężkości, albo należy wyznaczyć wartości mas i ich współrzędne – gdy masy są 
punktowe, albo  rozkład przestrzenny gęstości tej masy – kiedy jest ona rozmiesz-
czona w sposób ciągły.

Podany przykład zilustruje tezę, że tomografia grawitacyjna stanowi szcze-
gólny przypadek rozwiązania problemu odwrotnego w  teorii pola grawitacyj
nego. Zostanie rozpatrzony rozkład przestrzenny mas, pokazany na  rys. 6.1. 
Niech wewnątrz obszaru niedostępnego bezpośrednim pomiarom i  obserwa-
cjom, ograniczonego powierzchnią e, będzie zlokalizowana tylko jedna masa 
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punktowa lub kulista m1 (rys. 6.1.a). Ponadto, niech w punkcie A(x1, y1) zostanie 
zmierzone przyspieszenie siły ciężkości g1, wytwarzane przez tę masę. Na podsta-
wie tego pomiaru nie można jednoznacznie określić, jaki jest rozkład przestrzen-
ny masy, wytwarzający to przyspieszenie. Jest tak dlatego, że przyspieszenie siły 
ciężkości g1 o tej samej wartości i kierunku w tym samym punkcie A(x1, y1) może 
być wytwarzane przez inne rozkłady przestrzenne. Może być np. wypadkową 
dwóch przyspieszeń g3 i g4, wytwarzanych przez masy punktowe lub kuliste m2 
oraz m3, rozmieszczone w sposób pokazany na rys. 6.1.b.

Rys. 6.1. Przykład różnych rozkładów przestrzennych mas m1–m3, wytwarzają-
cych takie samo przyspieszenie siły ciężkości g1 w  wybranym punkcie A(x1, y1); 
g2–g7  –  pozostałe  przyspieszenia siły ciężkości wytwarzane przez masy m1–m3 odpo-
wiednio w punktach A(x1, y1), B(x2, y2), e – linia ograniczająca obszar zawierający masy
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Jeżeli jednak dodatkowo zostanie zmierzone przyspieszenie siły ciężkości g2 
w punkcie B(x2, y2) (rys. 6.1.a), to pomiar ten wyeliminuje rozkład przestrzen-
ny mas m2, m3, pokazany na  rys. 6.1.b. Będzie tak dlatego, że rozkład mas m2, 
m3 wytwarza w punkcie B(x2, y2) przyspieszenie g7, różniące się wartością i kie-
runkiem od  przyspieszenia g2. Przykład ten wyraźnie pokazuje, że decydujący 
wpływ na jednoznaczne określenie rozkładu przestrzennego mas ma liczba po-
miarów przyspieszenia siły ciężkości, wykonanych w różnych punktach pola gra-
witacyjnego, wytwarzanego przez te masy.

W ogólnym przypadku pole grawitacyjne opisywane jest równaniem Poisso-
na, mającym postać

	 dG42 = 	 (6.1),

gdzie: Ψ – potencjał pola grawitacyjnego, G – stała grawitacji, d – gęstość masy, 
2 – operator Laplace’a. Związek potencjału pola grawitacyjnego Ψ z natężeniem 

tego pola g wyraża się wzorem

	 grad=g 	 (6.2).

Jeżeli nie ma siły odśrodkowej, to przyspieszenie siły ciężkości jest równe na-
tężeniu pola grawitacyjnego i takie założenie wykorzystano w tej pracy. Operator 
Laplace’a  2 we współrzędnych ortogonalnych (x, y, z) oraz sferycznych (r, λ, φ) 
wyraża się odpowiednio jednym ze wzorów:
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Zgodnie z tym, problem prosty w teorii pola polega na rozwiązaniu równa-
nia różniczkowego (6.1) i wyznaczeniu potencjału Ψ dla zadanej funkcji gęstości 
d(x, y, z), albo d(r, λ, φ). W tym celu należy użyć operatorów, wyrażających się 
wzorami (6.3) albo (6.4), a  następnie obliczyć przyspieszenie siły ciężkości g 
jako gradient tego potencjału z  równania (6.2). Jeżeli rozkład przestrzenny gę-
stości mas ma charakter dyskretny – masy skupione mj (tzw. punkty materialne) 
o współrzędnych (xj, yj, zj) albo (rj, λj, φj) – to w celu wyznaczenia potencjału Ψi 
na  zadanym i‑tym stanowisku pomiarowym zamiast całkowania stosuje  się su-
mowanie
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Symbol rij we wzorze (6.5) oznacza odległość między masą mj oraz i‑tym sta-
nowiskiem pomiarowym. Obliczenie gradientu potencjału Ψi oraz powtórzenie 
tego postępowania dla wszystkich n stanowisk pomiarowych prowadzi do układu 
równań (1.5) i następnie do wzorów (1.24)–(1.26), będących punktem wyjścia 
tomografii grawitacyjnej.

Dla bardzo dużych mas, porównywalnych z  masą Schwarzschilda, do 
dokładnego opisu pola grawitacyjnego zamiast równania Poissona należałoby 
stosować równanie Einsteina, mające postać

	 µµµµ TgRgR 4c
G8

2
1

= 	 (6.6),

w  którym: Rμν –  tensor Ricciego, gμν –  tensor metryczny, R –  promień krzywi-
zny czasoprzestrzeni, Λ – stała kosmologiczna, G – stała grawitacji, c – prędkość 
światła w próżni, Tμν – tensor energii‑pędu [27]. Równanie (6.6) jest równaniem 
tensorowym, równoważnym układowi wielu równań. Dlatego w tym przypadku 
rozważania są bardzo skomplikowane. Mas porównywalnych z  masą Schwarz-
schilda nie spotyka się jednak w praktyce inżynierskiej. Stąd też ten przypadek 
nie będzie brany pod uwagę w niniejszej pracy.

6.2.  Uwarunkowania rozdzielczości tomografii grawitacyjnej

Zostanie teraz przeanalizowane znaczenie, które dla  rozdzielczości tomo-
grafii grawitacyjnej ma dokładność pomiarów przyspieszenia siły ciężkości, 
niezbędnych w  tej procedurze. Niech dany będzie sześcian o  boku a  = 1 km, 
wypełniony masą o typowej dla skał gęstości d = 5000 kg/m3. Ponadto niech śro-
dek tego  sześcianu znajduje  się w  odległości r = 7000  km od  punktu pomiaru 
przyspieszenia siły ciężkości. Oszacowana zostanie wartość przyczynku Δg 
do  tego przyspieszenia wytwarzanego przez wspomniany sześcian. Ponieważ 
spełniony jest warunek r >> a, to sześcian może być traktowany jako masa punk-
towa, umieszczona w  jego środku. Korzystając z  przyjętych oznaczeń, masę  m 
tego sześcianu wyraża się wzorem

	 dam 3= 	 (6.7).
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Wartość przyczynku Δg do  tego przyspieszenia, wytwarzanego przez sze-
ścian traktowany jako masa punktowa, oblicza się ze wzoru

	 2
G
r
mg = 	 (6.8),

w którym G oznacza stałą grawitacji (G = 6,6738∙10-11 (Nm2)/kg2) [22]. Po pod-
stawieniu wzoru (6.7) do (6.8) otrzymuje się wzór

	 2

3Ga
r

dg = 	 (6.9).

Z kolei po podstawieniu do wzorów (6.8) i (6.9) wcześniej przyjętych warto-
ści uzyskuje się: m = 5∙1012 kg = 5∙109 t (5 miliardów ton) oraz Δg = 0,68∙10-11 m/s2. 
Obecnie najbardziej czułe i dostępne komercyjnie są grawimetry nadprzewod-
nikowe [47]. Ich czułość wynosi około 1 nG (G –  gal jest jednostką używaną 
w grawimetrii, 1 G = 1 cm/s2, 1 nG oznacza nanogal i  równa się 10-9 G). Dla-
tego 1  nG = 10-11 m/s2. Stąd wniosek, że zmiana przyspieszenia siły ciężkości, 
spowodowana przez rozważany sześcian o  boku 1  km i  masie 5 miliardów ton 
z odległości 7000 km jest obecnie nieco poniżej granicy czułości tych instrumen-
tów. Wykrycie tej zmiany może okazać się problematyczne i obarczone zbyt dużą 
niepewnością pomiarową.

Wartości liczbowe dla  tego przykładu zostały dobrane nieprzypadkowo. 
Pozwalają one ocenić możliwość wykrycia sześciennego obszaru o boku 1 km, 
umieszczonego w środku Ziemi i różniącego się swoją gęstością od gęstości oto-
czenia o 5000 kg/m3. Wykrycie to odbywałoby się z odległości odpowiadającej 
promieniowi orbity sztucznego satelity, poruszającego  się wokół Ziemi na  wy-
sokości ok. 660 km. Podsumowując, ten przykład pozwala ocenić wykonalność 
tomografii grawitacyjnej najgłębszych warstw Ziemi z rozdzielczością 1 km przy 
użyciu obecnych możliwości technicznych – najczulszych grawimetrów i sztucz-
nych satelitów Ziemi. Zgodnie ze wzorem (6.9), przyczynek do przyspieszenia 
siły ciężkości Δg rośnie wprost proporcjonalnie do  sześcianu długości boku 
a elementu objętości ΔVj. Zwiększenie tej długości 5 razy i powtórzenie wcze-
śniejszych obliczeń daje wartość Δg = 8,5∙10-10 m/s2, która jest o rząd wielkości 
większa od czułości grawimetrów nadprzewodnikowych. Wynika stąd, że w tym 
przypadku nie ma zasadniczych przeszkód do wykonania tomografii grawitacyj-
nej z rozdzielczością kilku kilometrów.

Z  przeprowadzonych rozważań wynika, że zwiększenie w  każdym kie-
runku rozdzielczości rozkładu przestrzennego u‑razy wymaga zmniejszenia 
tyle samo razy rozmiarów elementu objętości ΔVj (w każdym kierunku). Liczba 
elementów potrzebnych do wypełnienia obszaru V wzrośnie wtedy u3 razy. Tyle 
samo razy wzrośnie liczba równań w układzie (1.5) i liczba składników w każdym 
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z tych równań. Konieczne będzie również wykonanie u3 razy większej liczby po-
miarów jednej ze składowych przyspieszenia siły ciężkości gi w u3 różnych punk-
tach i  u5 razy więcej operacji rachunkowych. Oznacza to, że wzrost rozdziel
czości tomografii grawitacyjnej u‑razy wymaga przeznaczenia u3 razy więcej czasu 
na pomiary i u5 razy więcej czasu na obliczenia. Żeby zapewnić uzyskanie wyni-
ków w akceptowalnym czasie, konieczne jest zastosowanie bardzo szybkich kom-
puterów, tzw. klasterów obliczeniowych lub superkomputerów i szybkich grawi-
metrów o dużej mobilności, np. umieszczonych na sztucznych satelitach Ziemi. 
Najszybszym komputerem działającym obecnie (wrzesień 2019 r.) w Polsce jest 
Prometheus, zainstalowany w  Akademickim Centrum Komputerowym Cyfro-
net w Akademii Górniczo‑Hutniczej w Krakowie. Jego praktyczna szybkość ob-
liczeniowa wynosi 1,67∙1015 PFlops/s (petaflopsów na sekundę), czyli operacji 
zmienno‑przecinkowych w jednej sekundzie [48]. W tym samym czasie najszyb-
szym komputerem na świecie jest „Summit”, zainstalowany w Oak Ridge Natio-
nal Laboratory w USA, który wykonuje praktycznie 1,48∙1017 PFlops/s.

Dwa graniczne przypadki pozwolą ocenić przydatność podanych mocy ob-
liczeniowych do  praktycznej realizacji tomografii grawitacyjnej. W  pierwszym 
z nich przyjmuje się, że cała objętość Ziemi w trzech kierunkach: radialnym azy-
mutalnym i  biegunowym (przypadki analizowane w  rozdziale czwartym) bę-
dzie podzielona na elementy o rozmiarach rzędu 1 km. Wiadomo, iż Ziemia jest 
w przybliżeniu kulą o promieniu 6370 km. Wówczas łatwo obliczyć liczbę ele-
mentów objętości u  ≈ 1012. To z  kolei daje u5 ≈ 1060. Stąd też szacowany czas 
obliczeń na superkomputerze Summit wynosiłby 1043 s. Czas ten jest ok. 1,4∙1026 
razy dłuższy niż czas istnienia Wszechświata (ok. 13,6 mld lat), co  oczywiście 
wyklucza możliwość realizacji takiego przedsięwzięcia. Jako drugi przypadek 
będzie  rozpatrzona tomografia grawitacyjna obiektu o  kulisto‑symetrycznym 
rozkładzie masy i promieniu równym promieniowi Ziemi (6370 km), z rozdziel-
czością równą 1 km. Dokonany zostanie podział obszaru na współśrodkowe sfe-
ry o jednakowej grubości 1 km, analizowany w podrozdziale 3.1. Liczba takich 
sfer u wynosi wtedy 6,37∙103. Zgodnie z ustaleniami dokonanymi w poprzednim 
podrozdziale, otrzymuje się u3 = 2,58∙1011 oraz u5 = 1,05∙1019. Stąd wniosek, że 
na  takie obliczenia z  użyciem superkomputera Prometheus byłaby potrzebna 
1 godz. i 45 min. czasu maszynowego, a w przypadku wykorzystania superkom-
putera Summit 1 min. i 11 s. Wykonanie tomografii w tym drugim przypadku 
nie przedstawia żadnego problemu. Ten przykład potwierdza wniosek, że kluczo-
wym czynnikiem, decydującym o  możliwości praktycznej realizacji tomografii 
grawitacyjnej jest jej rozdzielczość, która nie może być zbyt wysoka. Duża roz-
dzielczość jest z kolei pożądanym czynnikiem tej metody. Stąd też najważniejszą 
sprawą pozostaje optymalny wybór rozdzielczości.

Podsumowując przeprowadzone rozważania należy dostrzec dwie ba-
riery, ograniczające rozwój tomografii grawitacyjnej wysokiej rozdzielczości 
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dla  obiektów o  dużych rozmiarach. Pierwszą z  nich jest szybkość obliczeń, 
a  drugą czułość współczesnych grawimetrów. Istnieje jednak kompromisowe 
rozwiązanie, które pozwoliłoby zwiększyć rozdzielczość tomografii grawitacyj-
nej, jednak przy ewentualnym zwiększeniu niepewności wyznaczonych gęstości. 
Rozwiązanie to  polega na  zastosowaniu metody interpolacji wartości gęsto-
ści, dj, wyznaczonych przy użyciu tomografii grawitacyjnej. Zgodnie z tym roz-
wiązaniem, początkowo realizuje  się wyznaczanie gęstości dj przy użyciu opi-
sanych procedur tomografii grawitacyjnej, ale dla  zmniejszonej rozdzielczości, 
czyli stosunkowo dużych elementów objętości. Następnie rozmiary liniowe każ-
dego z tych elementów dzieli się na pewną liczbę części, np. na trzy. Za pomocą 
interpolacji (w najprostszym przypadku liniowej) na podstawie wyznaczonych 
wcześniej gęstości dj oblicza się gęstości w środku każdego z elementów uzyska-
nych w  wyniku podziału. W  końcowym efekcie otrzymuje  się wyniki zbliżone 
do tych, które można by uzyskać, stosując tomografię grawitacyjną o  trzykrot-
nie większej rozdzielczości.

Takie postępowanie pozwala skrócić czas obliczeń, ponieważ interpolacja 
wyników odbywa się znacznie szybciej, niż bezpośrednie obliczenia przy użyciu 
tomografii grawitacyjnej. W przypadku interpolacji potrzeby czas będzie wprost 
proporcjonalny do  u3, a  nie jak w  przypadku bezpośredniego zastosowania 
tomografii do u5. Co prawda, ostateczny czas będzie równy sumie czasu potrzeb-
nego do realizacji tomografii grawitacyjnej o zmniejszonej rozdzielczości i czasu 
interpolacji, ale i  tak będzie to czas krótszy, niż w  przypadku tomografii o  do-
celowej rozdzielczości. Dla przykładu, niech przy docelowej rozdzielczości bok 
sześciennego obszaru zostanie podzielony na  ud = 300 elementów, a  przy roz-
dzielczości z  interpolacją tych elementów będzie początkowo up = 100. Wtedy 
ud

5 = 2,43 1012. Z kolei up
5·+ ud

3 = 1010 + 2,7 107 ≈ 1010 << 2,43 1012. Redukcja cza-
su jest więc oczywista. Dodatkowa oszczędność czasu byłaby spowodowana rów-
nież ograniczeniem liczby pomiarów przyspieszenia siły ciężkości, wymaganych 
przy wybranej początkowo mniejszej rozdzielczości.





7.  PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Przedstawione w monografii wyniki badań pozwalają sformułować podsu-
mowujące wnioski.
1.	 Opracowanie ogólnej procedury obliczeniowej tomografii grawitacyjnej 

pozwala wyznaczać rozkład przestrzenny gęstości mas di w  danym obsza-
rze V. Podstawą tego wyznaczenia są pomiary przyspieszenia siły ciężkości, 
wykonane na zewnątrz obszaru V na stanowiskach Bi o znanych współrzęd-
nych. Wyniki tych pomiarów są podstawiane do układu równań liniowych 
(1.5), który jest rozwiązywany w celu obliczenia gęstości mas di w poszcze-
gólnych punktach rozkładu.

2.	 Opracowana procedura została dostosowana do układu współrzędnych or-
togonalnych (x, y, z) oraz sferycznych (r, λ, φ) i różnych wariantów podziału 
obszaru V. Wyprowadzone zostały wzory na współczynniki kierunkowe kijx, 
kijy, kijz dla szczególnych przypadków, występujących w wyodrębnionych wa-
riantach. Współczynniki te wyrażają się końcowymi wzorami (2.10)–(2.12), 
(3.13), (3.30), (4.27)–(4.29) i (4.42)–(4.44).

3.	 Wyprowadzone wzory są punktem wyjścia do napisania programu kompute-
rowego wraz z interfejsem użytkownika. Program taki pozwoli szybko i ma-
sowo wykonywać obliczenia, a dzięki temu wdrożyć opracowane procedury 
do  praktyki geodezyjnej. Napisanie i  uruchomienie takiego programu jest 
zadaniem z zakresu informatyki i wykracza poza założony zakres tej pracy.

4.	 Istotnym parametrem, decydującym o  przydatności tomografii grawita
cyjnej jest jej rozdzielczość. Zwiększenie rozdzielczości wiąże  się jednak 
z  koniecznością wykonania bardzo szybko zwiększającej  się liczby pomia-
rów n jednej ze składowych przyspieszenia siły ciężkości. To z kolei powodu-
je wydłużeniem czasu potrzebnego do wykonania pomiarów i obliczeń. Dla 
opracowanych procedur wzrost czasu pomiaru zachodzi proporcjonalnie 
do n3, a czasu obliczeń proporcjonalnie do n5.

5.	 Podział rozpatrywanego obszaru V na odpowiednio dużą liczbę m elemen-
tów ΔVj (j =1, 2, …m, m >> 1) umożliwia otrzymanie większej liczby prze-
krojów badanego obszaru oraz  ich wyższą rozdzielczość. W  konsekwencji 
uzyskuje  się bardziej szczegółowy rozkład gęstości mas zawartych w  tym 
obszarze, co stanowi główny cel badań. Żeby go osiągnąć, należy przepro
wadzić taką samą liczbę pomiarów n jednej ze  składowych przyspieszenia 
siły ciężkości gi, (i =1, 2, …n, n >> 1) tak, żeby układ równań liniowych (1.5) 
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miał dokładnie jedno rozwiązanie. Pomiary takie muszą być wykonane na n 
różnych stanowiskach Bi, w otoczeniu lub na powierzchni badanego obsza-
ru V. W przypadku układu współrzędnych ortogonalnych (x, y, z) korzyst-
ny jest podział obszaru V na sześcienne albo prostopadłościenne elementy 
objętości ΔVj i  rozmieszczenie stanowisk pomiarowych według schematu: 
liczba n2/3 stanowisk, znajdujących się na n1/3 warstw umieszczonych równo-
legle nad płaszczyzną Y0Z (rys. 2.3), na różnych wysokościach. Takie rozwią-
zanie ułatwia wyprowadzanie wzorów na elementy macierzy K (wzór 1.29). 
Podział badanego obszaru na dużą liczbę elementów ΔVj pozwala zastosować 
przybliżenie, polegające na przypisaniu każdemu sześciennemu elementowi 
średniej gęstości dj oraz zastąpieniu go przez masę punktową, umieszczoną 
w jego środku.

6.	 Uzyskanie możliwie dokładnej informacji na temat struktury wewnętrznej 
kulistego obszaru V o  sferyczno‑symetrycznym rozkładzie masy również 
wymaga podzielenia go na  możliwie dużą liczbę  m współśrodkowych sfer 
(m >> 1). Otrzymany rozkład przestrzenny gęstości masy w obszarze będzie 
charakteryzował się wtedy wyższą rozdzielczością. Będzie wówczas uzasad-
nione zastosowanie przybliżenia, polegającego na zastąpieniu występującego 
w tym obszarze rzeczywistego rozkładu gęstości masy przez średnią gęstość dj, 
przypisaną do odległości rsj od środka obszaru i równą średniemu promienio-
wi j‑tej sfery. Podział badanego obszaru na dużą liczbę m współśrodkowych 
sfer powoduje również wzrost liczby równań liniowych  w  układzie  (3.7). 
Zapewnienie rozwiązywalności tego układu wymaga wykonania pomiarów 
grawimetrycznych przyspieszenia siły ciężkości gi, również na odpowiednio 
dużej i takiej samej liczbie stanowisk (n = m). Najprostszy podział badane-
go obszaru na współśrodkowe sfery o równej grubości Δr powoduje, że masy 
zewnętrznych sfer szybko wzrastają i dają coraz większe wkłady do przyspie-
szenia siły ciężkości. W sytuacjach, gdy potrzebne jest dokładniejsze zbada-
nie rozkładu gęstości mas w zewnętrznej części badanego obszaru, lepszym 
rozwiązaniem jest podział na  sfery o  równej objętości. Wtedy, ze  względu 
na malejące grubości sfer zewnętrznych, uzyskuje się wyższą zdolność roz-
dzielczą rozkładu gęstości w tej części obszaru.

7.	 W celu osiągnięcia jak największej rozdzielczości w akceptowalnym czasie, 
konieczne jest zastosowanie szybkich i  mobilnych grawimetrów o  wyso-
kiej czułości oraz  bardzo szybkich komputerów. Stąd też wynika potrzeba 
budowy grawimetrów nowego typu, o większej czułości, np. wykorzystują-
cych interferencję promieni świetlnych, kwantowo‑mechaniczny efekt tu-
nelowy czy inne zjawiska atomowe [49–51]. Uzyskanie dużej mobilności 
takich grawimetrów i  automatyzacji pomiarów z  wielu stanowisk wymaga 
wykorzystania sztucznych satelitów lub dronów. W celu skrócenia czasu ob-
liczeń niezbędne jest zastosowanie komputerów o bardzo dużej szybkości, 
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tzw. klastrów obliczeniowych, superkomputerów lub intensywnie testowa-
nych obecnie komputerów kwantowych. Czas obliczeń można też skrócić 
przez optymalizację algorytmów, np. zastosowanie metody Gaussa‑Jorda-
na do wyznaczania macierzy odwrotnych podczas rozwiązywania układów 
równań liniowych.

8.	 Wzrastająca liczba publikacji wskazuje na  to, że tomografia grawitacyjna 
staje  się przedmiotem zainteresowania licznych badaczy [18–21]. Jest to 
obiecująca metoda o dużym potencjale zastosowań praktycznych, co zosta-
ło omówione we wstępie do tej pracy. Metoda ta nadaje się do zastosowana 
w różnej skali. Przez to przyczyni się do uzyskania nowych i użytecznych in-
formacji o budowie i właściwościach głęboko położonych dużych obszarów 
Ziemi (np. jądra czy płaszcza wewnętrznego), badanych dotychczas tylko 
metodami sejsmicznymi. Tomografia grawitacyjna jest też przydatna do ba-
dania niewielkich obszarów, leżących blisko powierzchni Ziemi. Dzięki temu 
umożliwia zdalne rozpoznawanie anomalii grawitacyjnych pochodzenia an-
tropogenicznego, np. spowodowanych przez wyrobiska górnicze, budowle 
podziemne, silosy rakiet balistycznych itp. Może też okazać  się przydatna 
do  zdalnej aktualizacji i  zagęszczania istniejących osnów grawitacyjnych 
w ramach nowych kampanii pomiarowych [52–54]. Stąd wniosek, że tomo-
grafia grawitacyjna przyczyni się do zwiększenia zakresu informacji o naszej 
planecie i ułatwi rozwój programu pod nazwą „Cyfrowa Ziemia” [55].
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DETERMINISTYCZNE PROCEDURY OBLICZENIOWE 
TOMOGRAFII GRAWITACYJNEJ WE WSPÓŁRZĘDNYCH 

ORTOGONALNYCH I SFERYCZNYCH
(Streszczenie)

Tomografia grawitacyjna polega na  wyznaczeniu rozkładu przestrzenne-
go gęstości mas w pewnym obszarze. W tym celu wykorzystuje się pomierzone 
wartości przyspieszenia siły ciężkości na stanowiskach, znajdujących się na ze-
wnątrz tego obszaru. Rozkład przestrzenny gęstości jest przedstawiany graficznie 
za pomocą obrazów, stanowiących przekroje obszaru wybranymi płaszczyznami. 
Uzyskane wyniki mają liczne zastosowania naukowe i techniczne. Praca dotyczy 
procedur, umożliwiających obliczenie gęstości i w ten sposób wyznaczenie wspo-
mnianego rozkładu. W tym celu obszar, zawierający masy, podzielono na regu-
larne elementy o małej, ale skończonej objętości, tzw. elementy skończone. Te 
elementy są uporządkowane w ściśle określony sposób i stąd nazwa procedury 
deterministyczne. Każdemu elementowi objętości przypisano masę punktową, 
umieszczoną w jego środku. Masa ta równa się iloczynowi gęstości oraz objęto-
ści tego elementu i daje przyczynek do przyspieszenia siły ciężkości. Sformuło-
wano układ równań liniowych, w którym występują zależności między sumami 
tych przyczynków i pomierzonymi przyspieszeniami siły ciężkości. Podano też 
procedurę rozwiązania tego układu przy użyciu rachunku macierzowego. Wy-
prowadzono wzory na współczynniki występujące w układzie równań liniowych. 
Współczynniki te wiążą masy z  przyczynkami do  przyspieszenia siły ciężko-
ści oraz współrzędnymi stanowisk pomiarowych i środków elementów objętości 
w  wybranym układzie odniesienia. Opisana procedura została zaadaptowane 
do  układu współrzędnych ortogonalnych i  sferycznych. Zastosowano podziały 
obszarów na prostopadłościany, sześciany, współśrodkowe sfery i segmenty. We 
współrzędnych sferycznych uwzględniono sferyczno‑symetryczny i  dowolny 
rozkład masy wewnątrz obszarów. Wyprowadzono też wzory do obliczania nie-
pewności wyznaczonych gęstości. Przedyskutowano uwarunkowania rozdziel-
czości tomografii grawitacyjnej i związek tej metody z problemem odwrotnym 
teorii pola.

Słowa kluczowe: tomografia, grawitacja, rozkład przestrzenny, gęstość, objętość, 
element skończony, przyspieszenie, siła, pomiar, obliczenia, deterministyczny, 
równania liniowe, układ odniesienia.





THE DETERMINISTIC COMPUTATIONAL 
PROCEDURES OF GRAVITATIONAL 

TOMOGRAPHY IN THE ORTHOGONAL 
AND SPHERICAL COORDINATE SYSTEMS

(Abstract)

Gravitational tomography is an estimation method of the spatial distribution 
of mass density within the given region. For this purpose, the measured values of 
the gravitational acceleration on the test stands placed outside of the region are 
used. The spatial distribution of mass density is graphically depicted with images 
posing the sections of the region. Obtained results have numerous scientific and 
technical applications. This paper concerns procedures allowing calculation of 
mass density and henceforth determination of its aforementioned spatial distri-
bution. For this reason, the region containing masses is divided into regular ele-
ments of small finite volume i.e. finite elements. Those elements are arranged in 
an orderly manner, and hence the name deterministic procedures. A mass point 
is attributed to and centered at each volume element. Its mass is equal to the pro-
duct of mass density and volume of the element, and it contributes to the gravita-
tional acceleration. The system of linear equations is formulated, in which there 
are relations between sums of those contributions and measured gravitational ac-
celerations. Moreover, the procedure of solving this system is provided using ma-
trix calculus. The formulas for coefficients appearing in this system are derived. 
Those coefficients relate masses to contributions to the gravitational acceleration 
and coordinates of measurement points and centers of volume elements in the 
chosen reference frame. The described procedure is adapted to the orthogonal 
and spherical coordinate systems. The divisions of regions into cuboids, cubes, 
concentric spheres and segments are used. In the spherical coordinate system, 
both spherically‑symmetrical and arbitrary mass distribution within the regions 
are considered. Formulas for errors of the estimated densities also are derived. 
Conditionalities on the gravitational tomography resolution, and relation be-
tween this method and the inverse problem of the field theory are discussed.

Key words: tomography, gravitation, spatial distribution, mass density, volume, 
finite element, acceleration, force, measurement, computations, deterministic, 
linear equations, reference frame.
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