http://dx.doi.org/10.18778/8220-034-8.02

Andrzej Indrzejczak
Uniwersytet £odzki

O ROZUMIENIU ANALITYCZNOSCI
- W TEORII DOWODU

W darze drogiemu Ryszardowi,
autorowi wielu glebokich analiz filozoficznych

1. Wstep

Rozwazania na temat analitycznosci sa zdominowane przez prace
dotyczace pojecia analizy filozoficznej, rozumienia zdan/sadow analitycz-
nych czy filozofii analitycznej jako takiej. Tymczasem w obrebie jednej
z wazniejszych gatezi logiki wspodtczesnej, jaka bez watpienia jest teoria
dowodu, znalez¢ mozna réwniez interesujace zastosowania tego termi-
nu. Co wigcej, sa one zakorzenione w tradycyjnych rozwazaniach siggaja-
cych starozytnosci. Mam na mysli rozwazania na temat metody czy, nieco
weziej, dowodu analitycznego. Wydaje sig, ze wspolczesnie tradycja ta
doczekata si¢ interesujacych rozwinigc na gruncie, i przy wykorzystaniu,
narzedzi nowoczesnej teorii dowodu. Nastgpito tez pewne kategorialne
przesunigcie samego terminu. Do poczatkéw ubiegtego stulecia kwalifi-
kacja ,,analityczny” stosowata si¢ do dowodu/metody jako przeciwstaw-
na do kwalifikagji ,,syntetyczny”. Wynikato to z faktu, ze rozwazano je-
dynie nieformalne dowody budowane przy uzyciu nieskodyfikowanych
srodkéw. Tradycyjne systemy aksjomatyczne, ktdrych paradygmatycz-
nym przypadkiem jest geometria (i inne dzialy matematyki), wylozone
w Elementach Euklidesa, nie zawieraty ani definicji wykorzystywanych
regul, ani definicji dowodu, ograniczajac si¢ do wyliczenia aksjomatow
i postulatow.

Logika wspotczesna zastgpita nieformalne pojecie systemu aksjoma-
tycznego dobrze sprecyzowanym pojeciem dedukcyjnego systemu for-
malnego, niekoniecznie aksjomatycznego, relatywizujac pojecie dowodu
do danego systemu, w szczegodlnosci do jego regut. Z tego wzgledu ponizej
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bedzie mowa nie tylko o analitycznych dowodach, ale réwniez analitycz-
nych regutach i systemach dowodzenia. Oczywiscie nie sa to sprawy nie-
zalezne. Bez wzgledu na to, jak rozumiemy analityczno$é, mozemy sie
zgodzi¢ co do tego, ze jezeli wszystkie reguly danego systemu sg anali-
tyczne, to sam system jest analityczny, a to implikuje, ze wszystkie do-
wody budowane z uzyciem jego regut sa analityczne. Podobne zaleznosci
nie musza jednak zachodzi¢ w druga strone, co wynika z faktu, ze oprocz
regul analitycznych w $cistym tego slowa znaczeniu mozna tez mowic
o analitycznych zastosowaniach regut, ktore analityczne same w sobie nie
sa; temat ten rozwiniemy w rodziatach 41 5.

Do tej pory nie wyjasniliSmy, w jakim znaczeniu uzywamy okreslenia
,analityczny” w odniesieniu do regul/systemdéw/dowodoéw. Podobnie jak
w przypadku innych uzy¢ przydawki ,analityczny”!, mamy tutaj rowniez
do czynienia z duzym bogactwem propozycji. Do najwazniejszych mozna
zaliczy¢ nastepujace:

1. Dowod prowadzony przez rownowaznosciowe przeksztatcenia.

2. Dowdd prowadzony od tylu (od twierdzenia do aksjomatow).

3. Rozwiagzanie problemu sprowadzalne do rozwigzania (prost-

szych) podproblemdw.

4. Reguly systemu sa regutami dekompozycji (upraszczania, elimi-

nacji statych logicznych).

5. Reguly systemu majg wlasnos¢ podformut.

6. Regula cigcia jest eliminowalna.

7. Stosowalno$¢ regut jest ograniczona do wyznaczonego z gory

zbioru formut (np. zbioru podformut dowodzonej formuty).

Podane wyzej znaczenia nadawane terminowi ,analityczny” sa
ze soba $cisle powiazane, ale z pewnoscia nie identyczne. Pierwsze trzy
z nich maja dluga tradycje, co nie oznacza, ze sie obecnie zdezaktualizo-
waty. W mniej lub bardziej sprecyzowanej formie pojecie analitycznego
dowodu w sensie 1 lub 2 mozna napotka¢ zarowno u filozoféw (Plato-
na, Arystotelesa, Proklosa), jak i matematykow (Euklidesa, Pappusa)
Zdarza sig, ze oba rozumienia analitycznego dowodu si¢ utozsamia, lecz
niestusznie; aby dowod byt analityczny w sensie 2, nie jest konieczne sto-
sowanie tylko réwnowazno$ciowych przeksztatcen. Poza tym znaczenie
2 odnosi si¢ do dowodu rozumianego jako czynnos¢ (proces jego poszu-
kiwania), podczas gdy znaczenie 1 mozna odnies¢ zaréwno do czynnosci,
jak i jej rezultatu, czyli gotowego dowodu w sensie pewnego tekstu. Po-
nadto ten ostatni wcale nie musiat by¢ skonstruowany ,,0d tytu”.

! Por. np. rozwazania historyczne i liste definicji zdania analitycznego podana przez
Jana Wolenskiego (1993).
2 Doktadniejsze historyczne ujecie znalez¢ mozna np. u Franceski Poggiolesi (2011).
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Znaczenie 3 w oczywisty sposob odsyta nas do Kartezjusza i jego zale-
cent metodologicznych o bardzo szerokim zastosowaniu. Warto jednak za-
uwazy¢, ze ta dos¢ ogdlna idea znalazta rowniez konsekwentne i bardziej
formalne zastosowanie w jego projekcie geometrii analitycznej. Oto bar-
dziej skomplikowane problemy geometryczne sprowadza si¢ do wyrazen
algebraicznych i dokonuje ich rozwigzania w prostszy sposob.

Kolejne znaczenia powstaly juz na gruncie wspolczesnej teorii do-
wodu i maja Scisty zwigzek z ksztaltem stosowanych regut. Zwlaszcza
przedostatnie rozumienie ma charakter $ci$le techniczny. Totez zanim
dokonamy ich objasnienia i pordwnania, musimy pokrdtce przypomniec
podstawowe informacje na temat wybranych systemow dedukcyjnych.
Zebrano je w nastepnym rozdziale, ktéry moze by¢ pominiety przez
czytelnika zorientowanego w problematyce teorii dowodu i systeméw
dedukcyjnych. W kolejnych trzech rozdziatach dokonamy analizy poda-
nych wyzej znaczen analitycznosci w odniesieniu do rozmaitych typow
omawianych systemdw oraz w powigzaniu z problematyka ztozonosci do-
wodowej. Ostatni rozdzial zawiera uwagi zwigzane z trzema innymi uzy-
ciami terminu ,analityczny” w teorii dowodu. W catej pracy dla uprosz-
czenia wywodow ograniczymy si¢ zasadniczo do przykladow z zakresu
formalizacji klasycznego rachunku zdann KRZ, marginalnie odnoszac sie
do formalizacji teorii matematycznych czy logik nieklasycznych.

2. Systemy dedukcyjne

Ograniczymy nasze rozwazania na temat analitycznos$ci w dowodze-
niu do czterech typdéw systemdéw dedukcyjnych: rachunku sekwentow
RS, systemdw tablicowych ST, dedukgji naturalnej DN i systemdéw rezo-
lucji REZ. Przypomnimy tutaj przede wszystkim podstawowe informacje
na temat RS jako najwazniejszego narzedzia wspodtczesnej teorii dowodu
skonstruowanego w latach 30. przez Gerharda Gentzena.

Nazwa pochodzi od podstawowych jednostek, na ktorych zdefinio-
wane sa reguly. Sa to pary uporzadkowane skoniczonych zbioréw formut
o postaci I' = A, gdzieI" to poprzednik, a A to nastepnik sekwentu. W wie-
lu wariantach I' i A nie sa zreszta zbiorami, ale ciaggami (np. w oryginal-
nym systemie Gentzena) badz multizbiorami (zbiorami z powtorzeniami).
Dla naszych potrzeb operowanie zbiorami jest wystarczajace. Intuicyjnie
zbiér formul z poprzednika sekwentu mozemy interpretowac jako ko-
niunkcje elementdw, zbidr z nastepnika jako alternatywe, a strzatke jako
symbol dowiedlnosci. Upraszczajac, mozna wigc powiedzie¢, ze sekwent
jest semantycznie poprawny wtw, gdy co najmniej jeden element nastep-
nika wynika z (wszystkich elementéw) poprzednika. Standardowe wersje
RS sktadaja si¢ z jednego schematu sekwentu aksjomatycznego oraz zbioru
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regut pozwalajacych na dedukcje nowego sekwentu (sekwentu-wniosku)
z pary sekwentow lub pojedynczego sekwentu (sekwenty-przestanki). Jed-
na z popularniejszych wersji RS to rachunek G3, ktory w wersji dajacej ade-
kwatng formalizacje KRZ sktada sie z nastepujacych regut:

I'=A, o, I'=A
(=) ——2 =)
—|(p,F:>A FSA,—@D
(A=) oy, I'=A (= A) I'=>A ¢ I'=SAy
oAy, I'=A I'=A 01y
(v =) o, I'=A v, I'=A (=) I'=A 0,y
ovy, I'=A I'=>A0vy
(>=>) I'=A¢0 v, I'=A (=) o, I'=Ay
o>y, I'=A II'=A0->vy

Latwo sprawdzié, ze wszystkie reguly sa niezawodne w tym sensie,
ze poprawnos¢ przestanek gwarantuje poprawnos¢ wniosku. Za aksjoma-
ty przyjmujesie dowolne sekwenty I'= A, w ktérych I'm A # & ; oczywi-
Scie sa one poprawne. Dowodem sekwentu jest drzewo binarne, ktorego
kazdy lis¢ jest sekwentem aksjomatycznym, korzen jest dowodzonym
sekwentem, a poszczegolne wezly sa uzyskane w wyniku zastosowania
wymienionych wyzej regut.

Przedstawiona wersja wygodna jest dla pordwnan z systemami tabli-
cowymi, ale odbiega of oryginalnego RS Gentzena nie tylko ze wzgledu
na inne rozumienie poprzednika i nastepnika, ale rowniez ze wzgledu na
reguly i wybdr sekwentéw aksjomatycznych. Cecha charakterystyczna
systemu G3 jest to, ze wszystkie reguly sa odwracalne, tzn. w semantycz-
nych terminach nie tylko poprawnos¢ przestanek gwarantuje poprawnos¢
wniosku, ale i na odwrét, poprawnos$¢ wniosku gwarantuje popraw-
nos¢ kazdej przestanki. W oryginalnym systemie Gentzena nie wszystkie
reguly sa odwracalne. Na przykiad nie sa odwracalne reguly postaci:

r

(A=)

I'=A I'=A M=z
¢, 1 = (5= =470 y, 1=
oAy, I'=A o—->y, ILIIT=A,2

Ponadto oprocz regut wprowadzajacych state logiczne wystepuja tam
tzw. reguty strukturalne cigcia i ostabiania:
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I'=A¢ o, lI=Z% (W =) '=A (= W) I'=A

(Cut) ==
[LII=A, S o, T=A =A@

Aksjomaty zas maja postac¢ ¢ = ¢. Nietrudno zauwazy¢, ze aksjoma-
ty wraz z regutami strukturalnymi koduja podstawowe wtasnosci rela-
¢ji wynikania: zwrotnos¢, przechodnios¢ i monotonicznosé. W G3 mozna
udowodnié, ze wszystkie te reguly sa dopuszczalne, tzn. ich dotaczenie nie
prowadzi do dedukcji nowych sekwentéw. Wszystkie reguty opréocz (Cut)
posiadaja tak zwana wtasnos¢ podformut, ktéra sprowadza sie do tego,
ze w sekwentach-przestankach wystepuja tylko podformuly formut z se-
kwentu-wniosku. Cho¢ w systemie Gentzena (Cut) jest regula pierwot-
ng, to jego gtdwny wynik, tzw. twierdzenie o eliminagji cigcia, pokazuje,
ze kazdy dowod w RS mozna przeksztalci¢ na dowdd, w ktérym ta reguta
nie jest uzyta.

Ksztatt regul G3 daje nam zatem pewna procedure automatycznego
szukania dowodu, ktéra mozna scharakteryzowac nastepujaco: zaczy-
namy od dowodzonego sekwentu i konstruujemy drzewo dowodowe,
stosujac reguly w porzadku odwrotnym, od sekwentu-wniosku do se-
kwentow-przestanek. Poniewaz na kazdym kroku liczba wyboréw jest
ograniczona (skonczona liczba formut ztozonych w sekwencie-wniosku),
mamy tutaj do czynienia z ograniczonym niezdeterminowaniem proce-
dury, ktory fatwo przeksztatci¢ w algorytm deterministyczny, np. narzu-
cajac porzadek wyboru zawsze od lewej ku prawej. W KRZ daje to zawsze
drzewo skonczone, ktore jest badz dowodem (kazda gataz zakoniczona
sekwentem aksjomatycznym), badz umozliwia falsyfikacje sprawdzane-
go sekwentu, gdy co najmniej jedna galaz zakonczona jest sekwentem ato-
mowym, ale nie aksjomatycznym.

Systemy tablicowe wywodza si¢ w prostej linii z RS i, przynajmniej
w odniesieniu do logiki klasycznej, ich rozmaite warianty mozna po-
traktowac jako uproszczenia RS Jezeli podstawowa funkcja systemu
ma by¢ wykorzystanie do (automatycznej) konstrukcji dowodu, to RS
w podanej wyzej postaci wcigz wydaje si¢ nadmiernie skomplikowane.
Narzuca sig jako oczywiste uproszczenie przedefiniowanie regut wyni-
kajace z faktycznego porzadku ich stosowania przy konstrukcji dowodu:
od sekwentu-wniosku do sekwentéw-przestanek. W tym ujeciu wniosek
staje sie przesltanka, a przestanki wnioskami, natomiast dowdd jest drze-
wem odwrdconym. Mozna tez wyeliminowac sekwenty na rzecz zbioréow

* Uwaga ta jest stuszna w odniesieniu do logiki klasycznej, gdyz w przypadku wielu
logik nieklasycznych proponowane systemy RS i ST czesto nie pozostaja w tak czytelnym
zwigzku.
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formut, z tym ze w gre wchodza dwie mozliwosci. Jezeli w kazdym se-
kwencie przestawimy wszystkie formuly z poprzednika do nastepnika
(z pomoca (=—)), to otrzymujemy sekwenty prawostronne o postaci =
—I', A. Operacja odwrotna daje nam sekwenty lewostronne o postaci I,
—A =. W obu wypadkach strzatka staje si¢ zbedna; operujemy po prostu
zbiorami interpretowanymi w pierwszym przypadku jako alternatywy
elementéw, a w drugim jako ich koniunkcje. Rozwigzanie pierwsze byto
m.in. zastosowane przez Kurta Schiittego (1977) oraz przez Helene Ra-
siowa i Romana Sikorskiego (1963)*. Drugie podejscie zostato zapropono-
wane przez Jaakko Hintikke (1955). Przyktadowe reguty dla koniunkcji
w obu typach ST wygladaja nastepujaco:

| N4 I, =(p Ay
(N ———— (=) Loorv)
r/(P | F/W r/_“Pr_"//
Uony L, —(p Ay)
() ——— (=)
rl(prl// F,—|(p | r,—ﬂ//

Oba systemy zawierajq tez regute:

W obu wypadkach dowodem zbioru dla I jest odwrécone drzewo bi-
narne zaczynajace sie od tego zbioru jako korzenia, w ktérym kazda gataz
konczy sie zbiorem zawierajacym pare formut sprzecznych. Jak wida¢, oba
systemy sa dualne, co wynika z innej interpretacji przeksztatcanych zbio-
row. System Rasiowej i Sikorskiego jest systemem bezposrednim, gdyz
konstruuje si¢ tutaj dowody wprost. Chcac skonstruowac¢ dowod dla ¢,
zaczyna sie konstrukcje drzewa od zbioru {¢}, a zbidr zawierajacy pare
formul sprzecznych uzyskany w kazdej gatezi to tautologia (alternatywa
zawierajaca prawo wylaczonego srodka). W przypadku KRZ i po dota-
czeniu wymogu, ze zawsze kontynuujemy procedure az do momentu
uzyskania w kazdej gatezi zbiorow atomowych, mozna zatem spojrzec¢
na ten wariant ST jako na pewna forme implementacji procedury spro-
wadzania do postaci koniunkcyjno-alternatywnej stosowang w dowodzie
petnosci metoda Posta. System Hintikki jest systemem falsyfikacji, kon-
struujacym dowody nie wprost. Chcac skonstruowac dowdd dla ¢, zaczy-
na si¢ konstrukcje drzewa od zbioru {—¢}, a zbidr zawierajacy pare formut

* Praca Ewy Ortowskiej i Joanny Golinskiej-Pilarek (2011) dostarcza wyczerpujacego
omowienia zastosowan tego paradygmatu do licznych logik i teorii formalnych.



O rozumieniu analityczno$ci w teorii dowodu

sprzecznych uzyskany w kazdej gatezi koniczy dowdd. Tutaj dla odmiany
kazde drzewo, ktdre konczy si¢ zbiorami atomowymi, daje nam postac
alternatywno-koniunkcyjna dla formuty wyjsciowej.

Dalsza ewolucja ST nawiazywata czesciej do ujecia Hintikki i pro-
wadzita do kolejnych uproszczen. Z punktu widzenia zastosowania ST,
np. w dydaktyce logiki, system Hintikki nadal nie wydaje si¢ idealny, za-
wiera bowiem nuzacy element przepisywania formul parametrycznych.
Rozwiazaniem tego problemu jest wersja ST wprowadzona niezaleznie
przez Everta Betha (1955) i jej kolejne uproszczenie wypracowane przez
Raymonda Smullyana (1968). W tej ostatniej wersji, ktdra jest chyba naj-
bardziej popularna, budujemy drzewo binarne, w ktérym kazdy wezet
zawiera pojedyncza formule, a nie zbior czy sekwent. Konstrukcje drzewa
dowodowego dla sekwentu ¢, ..., ¢, = v, ..., ¥, zaczynamy od drze-
wa z jedng gatezia o dtugosci k +n, ktére zawiera wszystkie elementy po-
przednika i zanegowane elementy nastepnika. Do formut wystepujacych
w punktach drzewa stosujemy reguly, ktore otrzymujemy z regul Hintik-
ki przez skre$lenie zbioru parametréw I'. Drzewo, w ktorym kazda gataz
zawiera pare formul sprzecznych, stanowi dowod sekwentu, natomiast
kazda galaZ otwarta (niezawierajaca sprzecznosci) i zakoniczona (kazde
zastosowanie regut do formut z tej galezi daje tylko nowe wystapienia
formut wyzej juz obecnych) daje interpretacje falsyfikujaca.

Latwo zauwazy¢, ze reguty ST réwniez spetniaja wlasnos¢ podfor-
mul, a raczej jej uogodlnienie, gdyz wnioski zbudowane sg z podformut
przestanek domknietych na pojedyncza negacje.

Systemy dedukgji naturalnej DN zostaly stworzone niezaleznie przez
Stanistawa Jaskowskiego (1934) i Gentzena (1934), aby wyrazi¢ formalnie
tradycyjne metody dowodzenia stosowane w praktyce od starozytnosci.
Od tego czasu rozmaite warianty DN rozpowszechnity si¢ przede wszyst-
kim w setkach podrecznikow. Ze wzgledu na ich popularnos¢ ograniczy-
my si¢ jedynie do przypomnienia najbardziej charakterystycznych cech
DNP®. Najprosciej rzecz ujmujac, systemy DN charakteryzuja sie tym, Ze:

1) pozwalaja na wprowadzanie dodatkowych zatozen oraz ich elimi-

nowanie (co zwiazane jest z zamykaniem odpowiednich poddo-
wodow);

2) zamiast aksjomatow uzywaja regul inferencji, ktore pozwalajg

wprowadzac i eliminowac state logiczne z dowodu;

3) dopuszczaja rézne formy dowodu i strategie jego poszukiwania

(wprost, nie wprost, rozgalezione itp.).

Punkty 1 i 3 powyzszej charakterystyki powoduja, ze w skiad sys-

temdéw DN oprocz regul inferencji wchodza specjalne reguty konstrukgji

® Por. doktadniejsze omowienie (Indrzejczak 2010).
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dowodu. To sprawia, ze struktura systemu jest bardziej skomplikowana
niz w przypadku systemoéw aksjomatycznych, ale za to poszukiwanie do-
wodow jest znacznie prostsze. Chociaz wspolczesnie istnieje duza mno-
gos¢ systemOw tego typu, rozniacych sie znacznie nie tylko doborem
regul, ale i sposobem budowy dowodu, to w istocie wszystkie mozna
sprowadzic¢ do trzech typdéw, z ktérych dwa wywodza sie z prac Gentzena
(1934, 1936), a jeden od Jaskowskiego (1934). Pominiemy charakterysty-
ke sekwentowego DN, wprowadzonego przez Gentzena w 1936 r., ogra-
niczajac si¢ do omowienia dwoch typdw DN operujacych na formutach:
Gentzenowskiego z dowodami w ksztalcie drzew i Jaskowskiego z dowo-
dami liniowymi. W obu przypadkach reguly inferengji (p. 2) zdefiniowane
sa na formulach, a nie na sekwentach. Jezeli chodzi o dobor regut inferen-
qji i konstrukcji dowodu, to systemy Jaskowskiego i Gentzena rdznia sie
nieznacznie. KRZ mozna scharakteryzowac nastepujaco:
Reguty inferengj:

L e—e/Llille

(AD) o viory

(AE) oAv/@ioay/y

(VD) olovviy/ovy

(—=E) o> v, 0ly

Reguly konstrukcji dowodu:

(—=E) Jezelil, mpFL,toT'F o

(VE) Jezelil, pFyiA whky tol, A, ov yhky

(— D)JezeliT', oy, toT o — .

Reguly konstrukcji dowodu wyrazaja dowdd nie wprost, dowod roz-
gateziony i dowdd warunkowy (twierdzenie o dedukgji). W kazdym przy-
padku schemat wyraza zaleznos¢ nastepujaca: jezeli poddowod zainicjo-
wany dodatkowym zatozeniem ¢ (w przypadku (VE) dwa poddowody;
drugi zaczety przez y) zakonczy sie sukcesem, to w nadrzednym dowo-

dzie dopisujemy odpowiednia formute (np. x (VE), ktdra juz od dodatko-
wych zatozen nie zalezy, a tylko od wyjsciowych (T, A).
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Gléwna roznica miedzy DN Gentzena a Jaskowskiego lezy w defi-
nicji dowodu. Gentzen uzywa formy drzewa, w ktérym kazdy lis¢ jest
zatozeniem, wzglednie aksjomatem, a korzen dowodzona formutla. Przej-
$cia miedzy wezlami regulowane sa przez podane wyzej reguly. W DN
Jaskowskiego dowod konstruowany jest jako ciag formut, co jest wygod-
niejsze i bardziej ekonomiczne (uzywamy formut, a nie ich wystapien),
ale zmusza do zastosowania dodatkowych srodkéw graficznych w celu
odseparowania zamknietych poddowodéw od dowodu nadrzednego.
Jaskowski uzywat w tym celu najpierw prostokatéw, a potem indeksow
wierszy; wigekszo$¢ obecnie uzywanych w praktyce systeméw DN wyko-
rzystuje tego typu rozwigzania. Liniowy format dowodu w stylu Jaskow-
skiego zdominowal podrecznikowe zastosowania DN, natomiast drzew-
ne dowody Gentzena sa stosowane przede wszystkim w teoretycznych
opracowaniach.

Zauwazmy, ze w przeciwienstwie do RS czy ST w odniesieniu do DN
nie mozna mowic o wlasnosci podformut w przypadku wszystkich regut.

W dziedzinie badan nad automatyzacja dowodzenia twierdzen nie-
mal przemystowym standardem sa systemy rezolucyjne REZ. Odkad
John Alan Robinson (1965) wprowadzit regute rezolucji w swoim artykule
z 1965 1., jest ona w wielu wariantach wykorzystywana az po dzien dzisiej-
szy. Obszerne omdwienie metody rezolucji mozna znalez¢ w wielu pra-
cach, np. u C.L. Changa i R.C.T. Lee (1973) czy Jeana Henriego Galliera
(1986), totez ograniczymy sie tutaj do wiadomosci elementarnych. Klasycz-
ne wydanie metody rezolugji dla rachunku zdan mozna uja¢ w 3 krokach:

1. Negujemy dowodzona formule (wzglednie tworzymy koniunkcje

przestanek i negacji wniosku, jesli sprawdzamy rozumowanie).

2. Sprowadzamy do koniunkcyjno-alternatywnej postaci normalnej.

3. Do zbioru klauzul, czyli alternatyw zlozonych ze zmiennych

lub ich negaqji (tzw. literatdow), stosujemy regule rezolucji (Rez)
0 postaci:

Lo, A, —@/T,A

Jezeli w wyniku n-krotnego zastosowania rezolucji do zbioru klau-
zul uzyskamy klauzule pustg (czyli 1), to analizowana formutla jest teza
(lub wniosek wynika z przestanek), w przeciwnym razie mozna utworzy¢
wartosciowanie falsyfikujace.

Formalna prostota i duza efektywno$¢ spowodowaty, ze w latach 70.
rezolucja byta nieomal jedynym rodzajem systemu dedukcyjnego prak-
tycznie wykorzystywanym w programach automatycznego dowodzenia
twierdzen. Zwlaszcza, ze w polaczeniu ze skolemizacjq i unifikacjq okazata
si¢ ona bardzo skutecznym narzedziem dowodzenia twierdzen w logice
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pierwszego rzedu. Dopiero proby tworzenia systemoéw tego rodzaju dlalo-
gik nieklasycznych ukazaly pewne ograniczenia. Podstawowym proble-
mem przy probach poszerzenia zastosowan rezolucji okazat si¢ brak od-
powiednich form postaci normalnych w wielu logikach nieklasycznych.

Jest jeszcze jeden problem zwigzany z rezolucja. System jest formal-
nie bardzo prosty, ale konstruowane dowody na ogoét sa mato czytelne
dla cztowieka. Nie jest to wada wtedy, gdy interesuje nas tylko szybkie
otrzymanie wyniku, ale staje si¢ powaznym problemem wtedy, gdy za-
interesowani jesteSmy rowniez sama konstrukcja dowodu. Pojawity sie
ostatnio prace®, w ktorych porusza sie kwestie czytelnej dla cztowieka
reprezentacji dowodow w systemach rezolucyjnych, jest to jednak nadal
problematyka stabo spenetrowana.

Mimo tych minuséw trudno jest podwazy¢ dominujaca pozycje re-
zolucgji w automatycznym dowodzeniu twierdzen. Na przestrzeni 50 lat
opracowano olbrzymia liczbe strategii optymalizujacych proces szuka-
nia dowodu dostosowanych do rezolugji. Co jest dla nas istotne, to fakt,
ze regula rezoludji jest w zasadzie szczegdlnym przypadkiem reguly cie-
cia, zdefiniowanym na klauzulach (a nie sekwentach) i ograniczonym
do literatow (formuty atomowe i ich negacje). Co wiecej, tak si¢ ztozylo,
ze w grupie systemow waznych dla automatycznego dowodzenia twier-
dzen dominuja te, ktére w jaki$ sposob korzystaja z pewnej formy ciecia.
Regutla ta explicite wystepuje jako reguta rezolucji w systemach, ktdre no-
sza te nazwe, natomiast w innych, np. w systemach opartych na procedu-
rze Martina Davisa i Hilary’ego Putnama (1960) oraz w systemach konek-
sji, jej obecno$¢ ma troche bardziej zakamuflowany charakter.

3. Analityczno$¢ jako wlasnos¢ podformut

Zanim objasnimy podane wyzej znaczenia 4-7 analityczno$ci w ter-
minach systemdéw dedukcji opisanych w poprzednim rozdziale, warto za-
uwazy¢, ze zarowno RS (bez (Cut)), jak i ST w pewien sposob formalnie
realizuja w swojej koncepcji dowodu tradycyjne trzy rozumienia anali-
tyczno$ci. Znaczenia 1 i 2 sa wynikiem zastosowania obustronnych re-
gut oraz sposobu konstrukcji dowodu od tytu, tj. od dowodzonej tezy.
Najbardziej bezposrednio oba te rozumienia analitycznos$ci sa wyrazone
w ST typu Schiittego (zaréwno reguly, jak i definicja dowodu), ale inne
warianty tez w bardziej posredni sposob si¢ do tych rozumien analitycz-
nosci odnosza. Zauwazmy, ze znaczenie 2 moze by¢ realizowane rowniez
w systemach RS czy ST, w ktdrych nie wszystkie reguty s obustronne (jest

¢ Por. np. (De Nivelle, Schmidt, Hustadt 2000).
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tak np. we wzbogaceniach omawianych systemow dla logik modalnych).
Jednak w takich systemach procedury poszukiwania dowodu od tytu
nieco si¢ komplikuja, gdyz w pewnych sytuacjach uzyskanie galezi nie-
koniczacej si¢ aksjomatem nie koniczy konstrukgji, ale zmusza do powrotu
(tzw. backtracking) do tego etapu, w ktérym wykorzystana nieobustronna
reguta doprowadzita do wyboru pewnej ewentualnosci. Réwniez znacze-
nie 3 jest reprezentowane w tych systemach; jest to najbardziej widocz-
ne w RS. Konstruowanie dowodu od dotu mozna postrzegac jako sukce-
sywne upraszczanie zadania typu dowiedz. Kazdy sekwent-przestanka
jest bowiem prostszy od wniosku, a sekwenty atomowe sa w bezposred-
ni sposdb oceniane jako dowiedlne lub nie. Warto przy tym zauwazy¢,
ze uzyskany dowod realizuje nie tylko koncepcje Kartezjusza, ale i Gott-
frieda Wilhelma Leibniza, gdyz aksjomaty uzna¢ mozna za postulowane
przez niego logiczne zasady tozsamosci.

Cho¢ podalismy az cztery rozne rozumienia analitycznosci wyodreb-
nione na gruncie teorii dowodu, to znaczenie 4 ma zdecydowanie inny
charakter niz pozostate trzy. Z tego wzgledu mozna powiedzie¢, ze ter-
min ,analityczny” uzywany jest w badaniach nad systemami dowodzenia
twierdzen dwojako. W znaczeniu 4 przeciwstawia sig¢ systemy analityczne
jako te, w ktorych reguly pozwalaja tylko rozbijac¢ formuty naich czesci skta-
dowe, systemom syntetycznym, w ktorych reguty przeciwnie, pozwalaja
sktadac formuty z podformut. Z tego punktu widzenia systemy tablicowe
bylyby systemami analitycznymi, natomiast RS bez (Cut) bylby systemem
syntetycznym, a systemy DN sa — z tego punktu widzenia — systemami
mieszanymi, w ktorych reguly pozwalaja zarowno na dekompozycje, jak
i sktadanie. Jednak takie rozréznienia sa pochodng jedynie sposobu defi-
niowania regul i dowodu w danym systemie. Jezeli za podstawe przyjac¢
faktyczny porzadek konstrukgji drzew dowodowych, a nie definicje regut
i dowodu, to RS (bez(Cut)) jest systemem analitycznym w takim samym
sensie jak systemy tablicowe. W przypadku DN sprawa jest bardziej zto-
zona, ale, jak pokazemy w rozdziale Analitycznosé a cigcie, rtOwniez mozna
mowic o analitycznych dowodach i analitycznych wersjach DN.

Pozostale trzy znaczenia sg ze soba Scisle zwigzane, a nawet czasem
utozsamiane. Wznaczeniu 5 za systemy analityczne uwaza sie takie, w kto-
rych reguly spetniaja wspomniana wyzej wlasnos¢ podformut lub jakies
jej uogdlnienie. Zgodnie z tym warunkiem konkluzje stosowanych regut
naleza do zbioru podformut przestanek, ewentualnie do jakiego$ dobrze
zdefiniowanego nadzbioru tego zbioru (np. domkniecia na pojedyncza
negacje). Analitycznos¢ w takim znaczeniu oznacza eliminacje indetermi-
nizmu w poszukiwaniu kolejnych krokéw konstrukcji dowodu; wybory
ograniczone sa do podformut tej formuty (czy zbioru formut), ktérej do-
wdd usitujemy skonstruowac.
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Warto zauwazyg¢, ze jezeli za podstawe kwalifikacji systemow przy-
ja¢ nie definicje regul i dowodu w RS, ale sam fakt posiadania wtasnosci
podformut, to RS bez (Cut) jest systemem analitycznym w lepszym wyda-
niu niz system tablicowy, gdzie ta wlasno$¢ wystepuje w postaci uogol-
nionej (domkniecie na negacje). Jest to uzasadnione zar6wno odwracal-
noscia regut w systemie G3, jak i powszechna praktyka konstruowania
dowodow w RS (3). Otoéz jak juz wspominaliSmy w poprzednim rozdzia-
le, w praktyce dowdd najczesciej konstruuje sie¢ od dotu, zaczynajac od se-
kwentu dowodzonego i systematycznie poszukujac dla niego mozliwych
przestanek. Kazdy system, ktory posiada wtasnos¢ podformut (analitycz-
ny w sensie 5), bedziemy okreslac jako $cisle analityczny.

W tym miejscu wypada rozpatrzy¢ dosc¢ techniczny sens analityczno-
$ci (znaczenie 6), jaki pojawia si¢ w szczegolnosci w pracach dotyczacych
sekwentowych formalizacji. Problem polega na tym, ze czesto utozsa-
mia si¢ analitycznos¢ w sensie 5 z zachodzeniem twierdzenia o eliminacji
cigcia. Czy stusznie? Zauwazmy, ze w RS dla logiki klasycznej wszystkie
reguly oprdcz reguly ciecia posiadaja wtasnos$é podformut, zatem jesli cie-
cie daje si¢ wyeliminowag, to otrzymany system jest Scisle analityczny.
To spowodowato, ze tradycyjnie zwyklo sie utozsamiac tak rozumiana
analityczno$¢ z eliminowalnoscig ciecia. Jest to jednak poglad mylny, po-
niewaz sama eliminowalnos¢ cigcia w systemach o bogatszym aparacie
formalnym nie gwarantuje wlasnosci podformul. Jest wiele systemow
dla logik nieklasycznych, w ktérych wprawdzie cigcie jest eliminowalne,
ale nie sg one analityczne w tym znaczeniu. Jest tak dlatego, Ze nieusuwal-
ne sa inne reguty tych systemow, ktére wlasnosci podformut nie spetniaja.
Zdarza sie tak w przypadku formalizacji logik nieklasycznych z wieksza
liczba regut badz formalizacji w rozbudowanym jezyku. Pojawiaja sie tam
dodatkowe reguly niespelniajace wlasnosci podformut lub dodatkowe
komplikacje zwiazane z wigksza zlozonoscig aparatu formalnego. Do-
brym przyktadem moze by¢ Display Calculus Nuela Belnapa (1982) — bar-
dzo ogdlna forma RS. W systemie tym cigcie jest eliminowalne, ale aby
uznad ten bogaty formalizm za analityczny, potrzebna jest jeszcze tzw.
wlasnos¢ podstruktur, a ta w ogolnosci nie zachodzi. Innym przyktadem
moze by¢ RS Grigoriego Mintsa (1970) dla modalnej logiki S5, ktére mimo
eliminowalnosci cigcia réwniez nie jest analityczne ze wzgledu na specy-
ficzna regute wprowadzania koniecznosci.

Zatem eliminowalno$¢ cigcia nie jest warunkiem wystarczajacym
analitycznosci systemu. Moze jest jednak warunkiem koniecznym, cho¢
niewystarczajacym, analitycznosci (przynajmniej w sensie 5)? Jak dalej
pokazemy, nie jest rowniez warunkiem koniecznym analitycznosci, a co
gorsza, moze by¢ wrecz szkodliwa z punktu widzenia efektywnosci sys-
temu.
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4. Analitycznos$c jako ograniczenie pola poszukiwan
dowodu

W ten sposdb doszlismy do ostatniego rozumienia analityczno$ci (zna-
czenie 7), przy ktorym ani wlasnos¢ podformut dla regut (czy to w sen-
sie scistym, czy uogolnionym), ani eliminacja cigcia nie jest wymagana
(czyli nie jest nawet warunkiem koniecznym). Wystarczy, ze wszystkie
dowody konstruowane w systemie spetniajg wtasnos¢ podformut lub ja-
kies jej uogolnienie. Méwiac ogdlnie, analityczno$¢ w tym najstabszym
znaczeniu oznacza po prostu eliminacje indeterminizmu w poszukiwaniu
kolejnych krokéw konstrukeji dowodu. System $cisle analityczny dobrze
spetnia te funkgcje, ale nie jest do tego niezbedny. Wybory ograniczone
do podformut tego sekwentu, ktérego dowdd usitujemy skonstruowac,
tez gwarantuja ograniczenie przestrzeni poszukiwan. W przypadku RS
powiemy, ze w dowodzie I' = A zastosowanie reguly jest analityczne
wtw, gdy w sekwentach-przestankach wystepuja tylko formuty naleza-
ce do zbioru podformut I' U A. Dla ST definicja ta przybiera nastepujaca
posta¢: w dowodzie dla I' zastosowanie reguly jest analityczne wtw, gdy
kazdy wniosek nalezy do zbioru podformut przestanek dowodu (czyli I)
domknietego na pojedyncze negacje.

Kazde zastosowanie reguly, w ktérym przestanki zawieraja tylko
podformuty dowodzonego sekwentu, okresla¢ bedziemy jako analitycz-
ne zastosowanie tej reguly, natomiast system, w ktérym kazda reguta jest
stosowana analitycznie (czyli kazdy dowod speinia wtasnos$¢ podformut),
okreslimy jako system analityczny. Oczywiscie kazdy system $cisle anali-
tyczny (tj. sktadajacy sie tylko z regut spetniajacych wtasnos¢ podformut)
jest systemem analitycznym, ale nie odwrotnie. Dowolny system anali-
tyczny, ale nie Scisle analityczny, okresla¢ bedziemy jako system stabo
analityczny. Pojecie analitycznego zastosowania reguty mozna zdefinio-
wac zresztg dla kazdego z rozwazanych przez nas systemow, nie tylko dla
RS i ST. Dlatego dowolny system, w ktérym ograniczamy si¢ tylko do ta-
kich uzy¢ regul, bedziemy dalej okreslali jako analityczny.

Zauwazmy, ze nawet (Cut) mozna ograniczy¢ do zastosowan ana-
litycznych’, a ponadto moze si¢ to okaza¢ korzystne. Poczynajac od lat
60. powstato wiele systeméw RS i ST dla réznych logik nieklasycznych,
w ktdrych ciecie nie daje si¢ wyeliminowac. Przez wiele lat uwazano,

7 Mozna wprowadzi¢ jeszcze mocniejsze pojecie analitycznego ciecia, w ktérym cut-
-formuta nalezy do zbioru podformul sekwentu-wniosku danego zastosowania (Cut); tak
np. definiuje sie analityczny (Cut) Heinrich Wansing (1999). Dla naszych potrzeb elastycz-
niejsze pojecie, przy ktorym dopuszczalna jest kazda podformuta sekwentu koncowego
dowodu, jest jednak wygodniejsze.

25



26

Andrzej Indrzejczak

ze niemozliwos¢ usuniecia reguly ciecia jest wada. Pozytywna role reguty
ciecia zaczeto dostrzega¢ dopiero stosunkowo niedawno. Wczesniej za-
uwazano jedynie, ze dla wielu logik nieklasycznych nie mozna uzyskac
systemow RS czy ST, o ile nie uwzgledni sie przynajmniej pewnych uzy¢
tej reguly (np. [Fitting 1983] czy [Takano 1992] w systemach dla logik mo-
dalnych). Takie kompromisy uwazano jednak za zto konieczne.

Pogtebiajace si¢ badania nad zlozonos$cia obliczeniowa automatycz-
nych procedur poszukiwania dowodu pokazaly jednak, ze nawet tam,
gdzie ciecie jest eliminowalne, optacalne jest jego kontrolowane uzycie.
Moze ono prowadzi¢ do znacznego skrocenia dowodu, gdyz drzewo do-
wodowe posiada znacznie mniej rozgatezien i powtorzen pewnych se-
kwengji regul®.

Nie wydaje si¢ to dziwne; cigcie wyraza przeciez jedna z najwazniej-
szych wlasnosci relacji wynikania, mianowicie jej przechodnio$¢. Ucie-
kanie od tej wlasnosci wydaje si¢ zabiegiem sztucznym i — jak si¢ okaza-
fo — ma swoje niebagatelne koszta po stronie efektywnosci. Zasadniczo
na gruncie badan nad automatycznym dowodzeniem byla to prawda juz
dawno znana, tylko rzadko dostrzegana. W koncu reguta rezolugji to tylko
szczegolna forma ciecia. A przeciez nawet zwolennicy metod tablicowych
zwracajacy uwage na ich wiekszg naturalno$¢ przyznawali, ze systemy
rezolucyjne sa od systemdéw tablicowych bardziej efektywne.

Systemy tablicowe pod wieloma wzgledami wydaja si¢ lepszym ro-
dzajem formalizmu niz rezolucja. Wprawdzie opieraja si¢ na duzej liczbie
regul, a nie na jednej, jak rezolucja, co z punktu widzenia implementacji
moze wydawac si¢ wada, ale reguly te majg jednolity charakter. Sa tatwe
w zastosowaniu i intuicyjne, co powoduje, ze proces poszukiwania dowo-
du jest ,fatwy” nie tylko dla maszyny, ale i dla cztowieka (stad duzy suk-
ces systemow tablicowych w dydaktyce). Nie wymagaja tez sprowadza-
nia do postaci normalnych. Ta ostatnia wtasnos$¢ systeméw tablicowych
jest jedna z przyczyn wigkszej popularnosci tego formalizmu w bada-
niach nad logikami nieklasycznymi. Stosunkowo duzo logik nieklasycz-
nych posiada charakteryzacje tablicowe, czego dobrym przykltadem moze
by¢np. Handbook of Tableau Methods (1999) czy (Priest 2001), natomiast licz-
ba logik nieklasycznych formalizowanych bezposrednio (tj. bez pomocy
przektadu) za pomoca systemdéw rezolucyjnych jest dosy¢ skromna (por.
[Farinas del Cerro, Herzig 1995] dla modalnych).

Zreszta pierwsze komputerowe programy dowodzenia twierdzen
istotnie oparte byty o RS i ST; wymieni¢ tu mozna np. pionierskie prace
Daga Prawitza (Prawitz, Prawitz, Voghera 1960) czy Hao Wanga (1960).

8 Zwrécit na to uwage po raz pierwszy George Boolos (1984). Por. tez obszerne omo-
wienie w (D"Agostino 1999) i (Fitting 1996).
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Jednak w latach 70. w automatycznym dowodzeniu twierdzen triumfy
swiecita rezolucja, a znajomos¢ systemdéw RS czy ST w kregach specjali-
stow z tej dziedziny wydawata sie znikoma. Najlepiej widac to w podrecz-
nikach poswieconych automatycznemu dowodzeniu twierdzery’. Pierwsze
prace poréwnujace rezolucje z RS lub ST pojawiaja sie stosunkowo po6zno,
np. (Gallier 1986) czy (Avron 1993). Chociaz w latach 80. systemy tablico-
we zaczeto ponownie postrzegac jako skutecznego rywala dla rezolucji, to
rozwoj badan nad teorig ztozonosci obliczeniowej spowodowal ponowne
ostudzenie zapatu. Okazalo sig, ze z punktu widzenia ztozonosci oblicze-
niowej, mierzonej gorna granicg przestrzeni poszukiwania dowodu, me-
tody tablicowe nie moga rywalizowac nie tylko z rezolucja, ale i z tabel-
kowym sprawdzaniem, ktére w potocznym odczuciu logikéw uchodzito
za szczyt niefektywnosci. Paradoksalnie Zrodtem problemu okazato sie to,
co przez wiele lat uchodzilo za podstawe sukcesu tej metody — eliminacja
ciecia. Rozwigzaniem problemu okazalo sie kontrolowane uzycie (Cut),
w szczegolnosci oparte na analitycznych ograniczeniach.

5. Analityczno$¢ a ciecie

Reguta rezolucji — jak wspomnielismy — jest pewna forma ciecia, jed-
nak standardowe systemy rezolucyjne dla KRZ sa analityczne w poda-
nym wyzej znaczeniu. Jest tak dlatego, ze w klauzulach, ktdre uczestnicza
w dowodzie, wystepuja jedynie te atomy, ktore sg sktadnikami dowodzo-
nej formutly, i ich negacje. W obrebie badan nad sekwentowymi i tablico-
wymi formalizacjami logik nieklasycznych rowniez okazato sie, ze chociaz
ciecie nie zawsze daje si¢ wyeliminowac, to czasem mozna je ograniczy¢
do uzy¢ analitycznych (czyli ograniczonych tylko do podformut dowo-
dzonej formuly (sekwentu)) i tez uzyskac¢ adekwatna formalizacje. Czasa-
mi trzeba warunki zastosowania cigcia jeszcze bardziej zliberalizowad, np.
na domknigcie zbioru podformut na pojedyncze dostawienie funktoréw
modalnych. Przykiadem takich wersji RS dla pewnych logik modalnych
sq wspomniane juz systemy zaproponowane przez Takano (1992) i Fittin-
ga (1983) (por. tez [Goré 1999]). Inne rozwigzanie to ograniczenie uzy¢
(Cut) do specyficznych formut (np. identycznosci w systemie dla logik hy-
brydowych w [Indrzejczak, Zawidzki 2013]).

Skoro eliminacja cigcia nie tylko nie jest niezbedna dla automatycz-
nego dowodzenia twierdzen, ale i jest wrecz szkodliwa z punktu widze-
nia efektywnosci, to w wielu systemach tablicowych zaczeto (analitycznie

® Np. popularne i wptywowe prace (Chang, Lee 1973) czy (Loveland 1978) w ogole
nie wspominajg o RS czy ST.
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ograniczone) cigecie dotacza¢ do zestawu regut jako dodatkowy Srodek
dowodzenia, mimo iz byly to systemy peine bez tej reguty. Konstrukcje
systemu KE, utworzonego przez Marco Mondadoriego i Marcello D’ Ago-
stino (por. (D’Agostino 1999)), mozna uznac za punkt kulminacyjny nur-
tu faworyzujacego stosowanie ciecia. W KE cigcie jest regulaq pierwotna
(nieeliminowalna) i jedyna, ktéra prowadzi do rozgalezien. Regute ta
okresla sie na gruncie KE jako (PB) (principle of bivalence), nawiazujac do
jeszcze innej (semantycznej) interpretacji cigcia jako prawa wytaczonego
srodka. Pozostate reguly rozgateziajace zostaly zastapione przez ich linio-
we (tzn. nierozgaleziajace) warianty. Dowody w KE sa zatem binarnymi
drzewami konstruowanymi wedlug takich samych zasad jak w systemie
Smullyana, z tym Ze zamiast regul rozgateziajacych z jedna przestanka
stosujemy reguty liniowe, za to z dwiema przestankami. Na przyktad re-
gula dla zanegowanej koniunkcji wyglada nastepujaco:

(A = (erw), 0/ =y

Dowody konstruowane w KE odznaczajg si¢ duza elegancja i pro-
stota. Petnos¢ systemu dla KRZ wymaga tylko analitycznych uzy¢ cie-
cia, i to o bardzo sprecyzowanym charakterze. D’ Agostino (1999) zawiera
opis procedury poszukiwania dowodu, ktora odwotuje si¢ do (PB) tylko
wtedy, gdy na gatezi mamy formute taka jak np. zanegowana koniunkcja
(lub alternatywa czy implikacja), a nie mamy zadnej z jej (zanegowanych)
podformut na tej gatezi. W takim przypadku wybieramy jedna z nich i jej
negacje jako cut-formuly. Latwo zauwazy¢, ze w KE mozna p-symulo-
wac'? kazde drzewo dowodowe w ST Smullyana. Jezeli ST-drzewo ma n
wezltdéw i k rozgatezien, to odpowiednie KE-drzewo ma w najgorszym-
przypadku n + k weztdw, gdyz w kazdym rozgalezieniu przez (PB) w jed-
nej z gatezi mamy dodatkowo dopetnienie wybranej przez nas formuly.

Zarazem jednak ST bez dolaczenia jakiej$ formy ciecia lub innych
dodatkowych technik' nie moze p-symulowac¢ KE-drzew dowodowych.
D’Agostino podaje przykiady, dla ktérych symulacja w ST wymaga wy-
ktadniczego wzrostu wielkosci drzewa dowodowego. Poniewaz KE moze
takze p-symulowac rezolucje oraz inne systemy automatycznego dowo-
dzenia, a te systemy moga p-symulowac KE, wigc z tego punktu widzenia
standardowe ST nalezy do klasy systemdw o nizszym poziomie efektyw-
nosci. Jak wida¢, to wtasnie obecnos¢ réznych form cigcia zapewnia uzy-
skiwanie krotszych dowodow.

10 Chodzi o wydajna symulacje, ktorej wielkos¢ ograniczona jest wzorem wielomia-
nowym, a nie wykladniczym — te drugie uchodza za praktycznie nieprzydatne.

' Nalezy do nich np. uzycie lematow lub merging omawiane m.in. w (D”Agostino
1999).
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W tym miejscu warto poczynic dygresje o systemie Davisa i Putnama,
ktory w przypadku KRZ uchodzi za najbardziej efektywny. Jest to sys-
tem, w ktdrym rowniez operuje si¢ na klauzulach, ale mozna powiedzie¢,
ze mechanizm zwigzany z zastosowaniem cigcia jest stosowany na dwa
dualne sposoby. Ot6z systemy rezolucyjne wykorzystuja ciecie tylko pro-
gresywnie (jako (Rez)), czyli,, wycinajac” sprzeczne literaty, co intuicyjnie
odpowiada zastosowaniu zasady niesprzeczosci. Dla odmiany w KE i ST
ciecie (jako reguta (PB)) stosowane jest tylko regresywnie, tzn. przez do-
faczanie sprzecznych formut do osobnych galezi, co odpowiada prawu
wylaczonego $rodka. W systemie Davisa i Putnama wystepuja reguly
odpowiadajace obu tym formom. Jest to wiec system dedukcyjny, ktory
maksymalnie wykorzystuje sile ciecia, i by¢ moze wiasnie to jest przyczy-
na jego efektywnosci.

Systemy, w ktorych ciecie nie daje si¢ wyeliminowac (jest regulq pier-
wotna i nieredukowalna, a nie wylacznie dopuszczalng), okreslimy jako
cut-systemy. Jak wida¢, klasa systemow analitycznych i klasa cut-syste-
mow krzyzuja sie. Standardowy system ST dla KRZ to przyktad systemu
analitycznego bez cigcia. KE badz system rezolucyjny naleza do przekroju
obu klas: sa analityczne, ale usunigcie cigcia prowadzi do utraty petno-
$ci. Dowolny system aksjomatyczny lub standardowy system DN to cut-
-system nieanalityczny. W przypadku systemoéw aksjomatycznych ciecie
wystepuje implicite jako przechodnio$¢ dedukowalnosci oraz explicite jako
reguta Modus Ponens (MP), bedaca specjalna forma cigcia. W przypadku
DN cigcie jest reprezentowane dodatkowo poprzez stosowanie reguly do-
wodu nie wprost.

Przypadek DN jest interesujacy, bo mamy tutaj do czynienia z rodzi-
na cut-systemow, ktdre nie sa analityczne, ale mozna je do takiej formy
sprowadzi¢, nie tracac pelnosci. Ponadto taki zabieg zwigksza przydat-
nos¢ DN jako narzedzia poszukiwania dowodu.

W standardowym systemie DN jezeli nie mozemy skonstruowac do-
wodu, to nie daje nam to podstaw do okreslenia statusu dowodzonej for-
muty. Nie wiemy, czy dowdd sig nie udaje, bo formuta nie jest tezg, czy tez
dlatego, ze nie jesteSmy wystarczajaco inteligentni, aby go znalez¢. Jednak
DN mozna sprowadzi¢ do takiej postaci formalizacji, ktéra pozwala nie
tylko dowodzi¢, ale rowniez budowac na podstawie uzyskanej derywacji
model falsyfikujacy. Co wigcej, mozna w DN w sposob mechaniczny po-
szukiwaé¢ dowodu, co daje nam praktyczna procedure rozstrzygalnosci
dla KRZ i dla wielu logik nieklasycznych, np. modalnych (por. [Indrzej-
czak 2010]). Jest tak dlatego, ze brak wtasnosci podformut nie wyklucza
oczywiscie analitycznosci systemu w sensie 7. Istnieje silna tradycja ba-
dania analitycznych systeméw DN zapoczatkowana w pracach D. Pra-
witza (1965). Konstruktywne dowody twierdzen o normalizacji dowoddw
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w DN pokazuja, ze dla wielu logik mozna dowolny DN-dowod prze-
ksztatci¢ w tzw. dowod normalny. W dowodzie takim wystepuja jedynie
formuty i negacje formut, ktdre sa podformutami dowodzonego wniosku
i przestanek. Dowody takie s zatem analityczne w sensie 7. Teoretyczna
wazno$¢ tych wynikow trudno jest przecenic, ale z punktu widzenia prak-
tycznych zastosowan dajq one niewiele. Sytuacja jest zblizona do tej, ktora
wystepuje w przypadku dowodow twierdzen o eliminacji ciecia w RS; nie
pokazuja one, w jaki sposob szukac analitycznego dowodu, a tylko, ze go-
towy dowdd mozna do takiej postaci sprowadzi¢.

Mozna jednak skoncentrowac sie na praktycznej stronie dowodzenia,
na konstrukgji systemow DN, ktore pozwola budowad tylko analityczne
dowody (i nie tylko dowody). W (Indrzejczak 2010) przedstawione sa
dwie analityczne wersje DN: bardziej restryktywna ADNT1 i bardziej li-
beralna ADN2. Podstawa konstrukcji ADN1 jest dzialanie systemu KE.
Nietrudno zauwazy¢, ze wszystkie linearne reguty KE sg regutami infe-
rencji (pierwotnymi lub wtérnymi) systemu DN, ale nie odwrotnie. Je-
dyna réznica to obecno$¢ rozgalteziajacej reguty (PB); poza tym KE wy-
daje si¢ blizsze systemom DN niz standardowym systemom tablicowym.
Jednak wszystko, co mozna udowodnic z pomoca (PB) (czy w ogole jakiej$
formy ciecia), mozna udowodnic¢ z pomoca dowodu nie wprost w opar-
ciu o dodatkowe zatozenie, pod warunkiem Ze inne reguly sa takie same.
Otéz wprowadzone zatozenie dodatkowe odpowiada cut-formule z jed-
nej z galezi, a formuta uzyskana w dowodzie nadrzednym (po dojsciu
do sprzecznosci w poddowodzie) odpowiada drugiej cut-formule. Jezeli
na dotaczanie zalozen nie wprost nalozymy takie warunki jak w KE na sto-
sowanie (PB), to uzyskujemy dowody analityczne w znaczeniu 7. Zreszta
nie tylko dowody; w systemie ADN1 mozna dokona¢ p-symulacji kazdej
(otwartej czy zamknietej) tablicy KE przez indukcje po liczbie uzy¢ (PB),
otrzymujac w rezultacie rowniez dedukgcje falsyfikujace dla formut nie-
bedacych tezami. Opis algorytmu, ktdry przeksztatca drzewa dowodowe
KE w dedukcje w ADN1, mozna znalez¢é w (Indrzejczak 2010). Nieco inne
rozwigzanie tego problemu zaproponowal wczesniej Smullyan (1965),
ktéry bezposrednio odtwarza drzewa ST jako dowody w analitycznym
wariancie DN, gdzie wprowadza jako pierwotne $rodki reguly konstruk-
¢ji dowodu symulujace dziatanie regut rozgateziajacych w ST. Mozna sie
jednak zastanawia¢, czy to jeszcze system DN, a nie jedynie ST z drzewa-
mi przerobionymi na zagniezdzone ciagi. W stabszej postaci zarzut ten
mozna postawié zreszta rowniez ADNI1, gdyz nie wykorzystuje sie tam
regut dolaczania statych, a tylko reguty eliminacji i dowod nie wprost.

W przypadku ADN2 pojawia sig jeszcze dalej idaca liberalizacja do-
wodu w DN, ktéra dopuszcza analityczne zastosowania regut dotacza-
nia, a takze konstruowanie dowodéw wprost i dowodow warunkowych.
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Na przyklad dopuszczalne jest zastosowanie reguty dotaczania alternaty-
wy pod warunkiem, ze dotaczona w ten sposdb formuta jest podformuta
(wzglednie negacjq podformuty) dowodzonego wniosku lub przyjetych
przestanek. W rezultacie ADN2 dostarcza przepisu budowania dowodow
normalnych. Co wiecej, oba rodzaje analitycznych systeméw DN mozna
poszerzy¢ w taki sposob, by uzyskac analityczne formalizacje wielu logik
modalnych i hybrydowych, w tym réwniez w taki sposob, ze pozwalaja
na wykorzystanie strategii stosowanych w systemach rezolugji.

6. Inne zastosowania terminu ,analityczny”

Omodwione wyzej koncepcje analitycznego dowodu z pewnoscia nie
zamykaja listy zastosowan terminu ,,analityczny” w obrebie badan teorio-
dowodowych. Na zakoniczenie wspomnimy krétko o dwdch sposobach
rozumienia analitycznej dedukcji oraz o koncepcji strukturalnej analizy
terminow logicznych.

Athanassios Tzouvaras (1996), nawiazujac do koncepcji implikacji ana-
litycznej Williama T. Parry’ego oraz prac Paula Weingartnera i Schurza do-
tyczacych kryteriow relewangji dla relacji dedukowalnosci, zaproponowat
interesujaca modyfikacje RS. Punktem wyjscia jest pojecie analitycznej re-
lacji dedukowalnosci -2, ktora jest podrelacjq klasycznej - w tym sensie, Ze:

I'Fowtw 'k @i ZZ(p) < ZZ(T)

gdzie ZZ oznacza zbior zmiennych zdaniowych wystepujacych w danej
formule czy zbiorze formut.

Wprawdzie wystepujace tu pojecie analitycznosci jest zapozyczone
od Parry’ego, ale logika w ten sposdb skonstruowana jest stabsza od lo-
giki implikagji analitycznej. Zauwazmy, ze relacja dedukowalnosci gene-
rowana przez aksjomatyzacje logiki Parry’ego nie spelnia warunku ana-
litycznosci. W tej ostatniej warunek zawierania dotyczy bowiem tylko
implikacji, tzn. warunkiem koniecznym tego, aby ¢ — y byla teza, jest
wymog ZZ(y) < ZZ(¢). Jednak ze wzgledu na zachodzenie twierdzenia
o dedukgji jest mozliwe, ze I' F ¢ — y w systemie Parry’ego, cho¢ wy-
dedukowana implikacja zawiera zmienne niewystepujace w I'. Tzouvaras
skonstruowat RS formalizujace logike tak rozumianej analitycznej deduk-
Gji przez natozenie warunku zawierania si¢ zmiennych na wybrane re-
guly. Aby warunek zawierania si¢ zmiennych dla kazdego dowiedlnego
sekwentu byl spetniony, nalezy aksjomaty ograniczy¢ do takich sekwen-
tow I' = A, ze ZZ(A) < ZZ(I') oraz ograniczy¢ zastosowanie regul (= —)
i (=—) do takich przypadkow, gdzie ZZ(¢p) < ZZ(I') na podanych przez
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nas w rozdziale Systemy dedukcyjne schematach regut. Dla systemu tego
zachodzi twierdzenie o eliminagji cigcia, zatem jest on nie tylko Scisle ana-
lityczny (ma wilasnos¢ podformut) ale wrecz hiperanalityczny. Oczywi-
Scie nie jest to klasyczny rachunek zdan, ale logika stabsza nawet od logiki
implikacji analitycznej Parry’ego.

Jeszcze inna koncepcja analitycznej dedukcji pojawia si¢ u Prawitza
(2019). Z podanym wyzej jest zbiezna tylko w tym sensie, Ze oparta jest
rowniez na relacji zawierania. Tym razem jednak chodzi o zawieranie si¢
nie zmiennych (czy szerzej formut atomowych), ale zawierania si¢ ro-
zumowan (formalnych). Prawitz analizuje pojecie analitycznej dedukgji
w abstrakcyjny sposob, nie relatywizujac go do konkretnego typu syste-
mu dedukcyjnego czy zestawu regul. Zaprezentowanie jego propozydji
W precyzyjny sposob zajetoby zbyt duzo miejsca, zatem ograniczymy sie
do przyblizenia idei. Rozumowanie moze mie¢ dowolny stopieni ztozono-
$ci, poczynajac od pojedynczego zastosowania regutly. Prawitz definiuje
analityczng dedukcje rekurencyjnie jako taka, w ktorej kazde skltadowe
rozumowanie jest analityczne. Kluczowe jest wiec tutaj wstepne ustalenie,
ktore proste rozumowania spelniaja ten warunek.

O ile oba naszkicowane wyzej rozumienia analitycznosci opierajq sie
na relacji zawierania (zmiennych, regut), o tyle koncepcja Kosty DoSena
ma catkowicie inny charakter. Podjat on prébe sformutowania kryteriéw
logicznosci w terminach analizy strukturalnej. Analiza jest tu zatem opar-
ta na relacji redukowalnosci jezyka ze statymi logicznymi do jezyka takich
statych nieposiadajacego.

Dosen (1989) zaproponowat tzw. strukturalng wersje LK w jezyku bez
negagcji, ale z 1, w ktorej pierwotny (i nieeliminowalny) jest zestaw regut
strukturalnych, natomiast kazda stata logiczna jest scharakteryzowana
za pomoca jednej, ale obustronnie poprawnej reguty:

(=) o, I'=Ay A I'=A0 TT=Ayw (v o, I'=A vy, I =A

F'=A0->vy I'=A0Ay ovy, I'=A

W kazdym przypadku mamy oprocz reguty wprowadzania réwniez
reguly eliminacji danej stalej (czytajac schemat od dotu). Latwo tez wyka-
zac, ze brakujace reguly wprowadzania statych z RS Gentzena sa regutami
wyprowadzalnymi w systemie DoSena (przy uzyciu (Cut)).

System DoSena stuzy ilustracji jego przekonan odnosnie do kryte-
riow logicznos$ci, a dokladniej préby ustalenia, co to jest stala logiczna.
Punktem wyjscia analizy statych logicznych jest dla DoSena przekonanie,
ze logika jest nauka o formalnych dowodach. W jego ujeciu dowod for-
malny to inaczej dowdd strukturalny, czyli taki dowod w RS, w ktérym
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zastosowano jedynie reguly strukturalne. Wyrazenie jest wedtug DoSena
logiczne, gdy poddaje si¢ analizie czysto strukturalnej. Obustronne re-
guly logiczne w jego systemie sa w tym sensie wyrazem takiej analizy,
ze po jednej stronie kreski mamy sekwenty czysto strukturalne, tj. nieza-
wierajace wystapienia zadnej stalej logicznej. Zdaniem DoSena aby jakies
wyrazenie mozna bylo uznac¢ za stala logiczna, konieczne jest znalezie-
nie obustronnych regut tego typu, ktére po dolaczeniu do zestawu regut
strukturalnych pozwalaja uzyskac pelna i jednoznaczng charakterystyke
danej statej. Warto zauwazy¢, ze tego kryterium logicznosci nie spelnia
wiele wyrazen, np. funktory modalne, ktére powszechnie s traktowa-
ne jako stale logiczne. Jednak przy przejsciu do uogdlnionych postaci RS
mozna znalez¢ bardziej zadowalajace zestawy regut (por. np. [Wansing
1999] lub [Gratzl, Orlandelli 2019]).

Na koniec warto wspomnie¢, ze podobna idea wystapita znacznie
wczesniej w dwoch pracach Karla Poppera (1947a, 1947b), gdzie byla jed-
nak stabo wyartykulowana i zwigzana z wadliwg préba zbudowania teo-
riodowodowej semantyki. Projekt Poppera zostal poddany krytyce przez
wielu logikéw, m.in. Stephena Cole’a Kleene’ego i Haskella Curry’ego,
ze wzgledu na jego niespojnos¢. Tym niemniej, jak przekonujaco pokazat
Peter Schroeder-Heister (1984), prace Poppera zawieraly interesujaca pro-
pozycje okreslenia kryteriow bycia stata logiczna.
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Streszczenie: O rozumieniu analitycznosci w teorii dowodu

W pracy rozwazane sa rozne pojecia dowodu analitycznego. Po krot-
kim przypomnieniu historycznie waznych podejs¢ do tego pojecia praca
koncentruje si¢ na wspotczesnym rozumieniu terminu. W szczegolnosci
przebadane sa relacje pomiedzy eliminacja cigcia, wiasnoscig podformut
i analitycznoscig dowodu w rachunku sekwentow.

Stowa kluczowe: dowdd analityczny, rachunek sekwentow, wiasnosc¢
podformut

Summary: On the Notion of Analyticity in Proof Theory

Several notions of analytic proof are considered in the paper. Af-
ter brief recollection of historically important approaches to this notion
we focus on contemporary applications of this term. In particular, the re-
lationships between cut elimination, subformula property and analyticity
of proof in sequent calculus are examined.

Keywords: analytical proof, sequent calculus, subformula property



